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V O R L E S U N G E N ,  

I. DER THEOLOGISCHEN FACULTÄT. 

P r o r E s S o R  DR. Hern liest: 1) Die zweite Hälfte der M o r a l t h e o l o g i e ,  nach Stapf, 

w ö c h e n t l i c h  5 m a l  von 6 - - 7  U h r ;  2) P a s t o r a l t h e o l o g i e ,  den d i d a k t i s c h e n  Theil mit 

H i n w e i s u n g  auf Gollowitz und Hirscher; den liturgischen Theil mit H i n w e i s u n g  auf 

M a r z o h l ,  w ö c h e n t l i c h  4 m a l  von 1 4 1 - - 1 2  Uhr. - 

P R O F E S S O R  Da, VAL. R E I S S N A N N :  A. B i b l i s c h e  E x e g e s e :  1) S y n o p t i s c h e  Z u s a m m e n -  

Stellung und E r k l ä r u n g  des legislativen Theils des P e n t a t e u c h e s  täglich von 8 - 9  Uhr; 

2) über die T y p o l o g i e  im M o g a i s c h e n  Cultus, w ö c h e n t l i c h  3mal. B. B i b l i s c h -  

o r i e n t a l i s c h e  P h i l o l o g i e  : 1) H e b r ä i s c h e  Sprache, v e r b u n d e n  mit practischen U e b u n g e n  

aus d e m  alten T e s t a m e n t e  für den Il. [860], Cursus, w ö c h e n t l i c h  Z2mal; 2) Syrische 

und C h a i d a e i s c h e  S p r a c h e  nach Jahn's G r a m m a t i k ;  3) A r a b i s c h e  S p r a c h e  nach Jahn, 

P R o r z s S o R  Da. S c h w a B :  14) K i r c h e n g e s c h i c h t e  nach e i g e n e m  Plane mit H i n w e i s u n g  auf 

die H a n d b ü c h e r  von Alzog. Döllinger, u. 8. w., täglich von 8 - - 9  Uhr; 2) Patristik 

über die Schriften und die Lehre Justins, des P h i l o s o p h e n ,  w ö c h e n t l i c h  3mal. 

P R O F E S S O R  Da, DErrPyiScn: 1) Katholische D o g m a t i k  und S y m b o l i k ,  nach e i g e n e m  Plane 

unter H i n w e i s u n g  auf Klee, täglich von 9 - 1 0  Uhr; 2) R e l i g i o n s p h i l o s o p h i e ,  nach 

e i g e n e m  Plane, w ö c h e n t l i c h  5mal von 1 1 - 1 2  Uhr, 

P R O F E S S O R  Da. SEB. R E I S S M A N N :  1) E r k l ä r u n g  des J o h a n n e s - E v a n g e l i u m s ,  täglich von 

1 0 - - - [ 1  U h r ;  2) E r k l ä r u n g  der k a t h o l i s c h e n  Briefe in g e e i g n e t e n  S t u n d e n ;  3) H e -  

bräische S p r a c h e  mit practischen U e b u n g e n ,  a) für den theologischen Curgus, 

w ö c h e n t l i c h  2 m a l ,  6) für den p h i l o s o p h i s c h e n  C u r s u s  , w ö c h e n t l i c h  2 m a l ;  4) A r a b i -  

Sche S p r a c h e  , in g e e i g n e t e n  Siunden. 

  

Ii. D E R  J U R I S T I S C H E N  F A C U L T Ä T .  

P R O Y E S S O R  DR. A L B R E C H T  liest: 1) G e m e i n e s  und b a y e r i s c h e s  K i r c h e n r e c h t  der K a t h o -  

liken und der P r o t e s t a n t e n ,  mit H i n w e i s u n g  auf W a l t e r s  L e h r b u c h  , täglich von 

7 - - 8  U h r  ; 2) Civil- und S t r a f p r o c e s s p r a c t i c u m  aus d e m  S t a n d p u n c t e  des b a y e r i s c h e n  

P r o c e s s r e c h t e s ,  w ö c h e n t l i c h  4 m a l  von 8 - - 9  Uhr, 

P R O F E S S O R  Da. ρ ε ι :  1) G e m e i n e n  d e u t s c h e n  Strafprocess in V e r g l e i c h u n g  mit d e m  

f r a n z ö S i S c h e n  und b a y e r i s c h e n ,  nach e i g e n e m  Plane, täglich von 9 - - 1 0  Uhr; 2) e r -
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bietet Sich derselbe zu einem C o n v e r s a t o r i u m  über die G r u n d b e g r i f f e  des Strafrech- 

tes in 1--2 schicklichen W o c h e n s t u n d e n .  

P R O F E S S O R  Da, M ü r r e n :  1) D e u t s c h e  R e i c h s  = und R e c h t s g e s c h i c h t e ,  nach e i g e n e m  Plane, 

täglich von 8 - - 9  Uhr; 2) b a y e r i s c h e s  Staatsrecht, nach e i g e n e m  Plane, täglich von 

1 0 - - 4 1  Uhr. 

P R O F E S S O R  Da. H e r o :  1) G e m e i n e s  deutsches H a n d e l s -  und W e c h s e l - R e c h t ,  mit Hin- 

w e i s u n g  auf das bayerische, nach e i g e n e m  Plane, w ö c h e n t l i c h  3mal von 1 1 - - 1 2  Uhrz 

2) g e m e i n e s  deutsches und bayerisches L e h e n r e c h t ,  nach e i g e n e n  Heften, w ö c h e n t -  

lich 3mal von 1 1 - 1 2  Uhr; 3) Systemaltische Darstellung der wichtigsten b a y e r i s c h e n  

Particularrechte, v e r b u n d e n  mit einem R e p e t i t o r i u m  über deutsches Privatrecht, täg- 

lich von 3 - 4  Uhr, 

HorRarTu und P R o F r S S O R  Da, Lang: 1) P a n d e c t e n  nach der fünften A u s g a b e  des L e h r -  

b u c h s  von W e n i n g - I n g e n h e i m ,  täglich von 1 0 - - 4 2  U h r ;  2) H e r m e n e u t i k  des r ö m i -  

S c h e n  R e c h t s ,  w ö c h e n t l i c h  4 m a l  v o n  4 - 5  Uhr. 

P R O F E S S O R  Da, B R E I T E N B A C H :  1) R ö m i s c h e  R e c h t s g e s c h i c h t e  , nach e i g e n e m  Plane. mit 

H i n w e i s u n g  auf Walter, täglich von 9---10 Uhr; 2) P a n d e c t e n - R e p e t i t o r i u m ,  in ge- 

l e g e n e n  Stunden. 

P R I V A T V O C E N T  DR, PözL: 1) B a y e r i s c h e s  Staatsrecht, nach e i g e n e m  P l a n e  , täglich von 

1 0 - 4 1  Uhr; 2) P a n d e c t e n -  und C i v i l p r o c e s s -  Repetitorium in 5 zu b e s t i m m e n d e n  

W o c h e n s t u n d e n ,  p r i v a t i s s i m e ;  3) f r a n z ö s i s S c h e n  C i v i l p r o c e s s  mit R ü c k s i c h t  auf d e s s e n  

A n w e n d u n g  in der Pfalz, in 5 W o c h e n s t u n d e n ,  nach eigenen H e f t e n  , publice. 

III. D E R  S T A A T S W I R T H S C H A F T L I C H E N  F A C U L T Ä T .  

P R O F E S S O R  Da. GEIER liest: 1) LandwirthschafisSlehre, nach S e i n e m  L e h r b u c h e ,  in noch 

zu b e s t i m m e n d e n  S t u n d e n ,  und leitet die practische A n s c h a u u n g  in Gärten und auf 

d e m  F e l d e ,  w e l c h e  das W i n t e r - C o l l e g i u m  e r g ä n z e n  Soll; 2) F o r s t w i s s e n s c h a f t  (für 

den b e g i n n e n d e n  Curs), täglich v o n  3 - 4  U h r ;  3) F o r s t w i s s e n s c h a f t  (für den e n d e n -  

den Curs), täglich von 1 1 - 1 2  Uhr; beide Collegien unter B e z i e h u n g  auf H u n d e s -  

h a g e n  und Pfeil, und mit B e n ü t z u n g  von H e r b a r i e n ,  J a g d g e r ä t h e n ,  dann e i n e r  

S a m e n  -, H o l z  - und M o d e l l s a m m l u n g ;  4) T e c h n o l o g i e  mit c h e m i s c h e n  und m e c h a n i -  

Schen D e m o n s t r a t i o n e n  und mit V o r z e i g u n g  von rohen Stoffen, Fabricaten, M o d e l l e n  

und A p p a r a t e n  aus d e m  t e c h n o l o g i s c h e n  Cabinete, z u m  Theile nach Bernoulli, z u m  

Theile nach Seiner landwirthschaftlichen T e c h n o l o g i e ,  in noch zu b e s t i m m e n d e n  Stun- 

den; 5) B e r g b a u k u n d e ,  nach Brard in noch zu b e s t i m m e n d e n  Stunden. 

PrRoFrsSoR DR Evrr: PolizeiwisSenschaft und Polizeirecht, nach e i g e n e m  Plane, täglich 

in noch zu b e s t i m m e n d e n  Stunden. 

P R O F E S S O R  Da. DrBEes: 1) E n c y c l o p ä d i e ,  M e t h o d o l o g i e  und Litteraturgeschichte der 

C a m e r a l w i s s e n s c h a f t e n ,  nach Rau's Grundriss, w ö c h e n t l i c h  2mal in noch zu b e s t i m -



Y 

m e n d e n  S t u n d e n ;  2) N a t i o n a l - O e c o n o m i e ,  n a c h  e i g e n e n  H e f t e n  u n d  mit H i n w e i s u n g  

auf Rau's L e h r b u c h  der practischen O e c o n o m i e ,  1 1 6  Γ und 2ter B a n d ,  w ö c h e n t l i c h  

8 m a l  in n o c h  f e s t z u s e t z e n d e n  S t u n d e n ;  3) F i n a n z w i s s e n s c h a f t ,  mit b e s o n d e r e r  R ü c k -  

Sicht auf die b a y e r i s c h e  F i n a n z g e s e t z g e b u n g ,  nach Rau's G r u n d s ä t z e n ,  täglich von 

2 - 3  Uhr; 4) F o r s t r e c h t ,  nach eigenen Heften, w ö c h e n t l i c h  2 - - 3 m a l  in noch zu 

ermittelnden S t u n d e n ;  5) erbietet Sich derselbe zu E x a m i n a t o r i e n  und Repetitorien 

aus der N a t i o n a l - O e c o n o m i e  und F i n a n z w i s s e n s c h a f l .  

Hinsichtlich der V o r l e S u n g e n  über practische G e o m e t r i e  für F o r s t m ä n n e r ,  P l a n z e i c h n e n  

und J a g d k u n d e  wird der A l l e r g n ä d i g s t e n  E r n e n n u n g  eines n e u e n  L e h r e r s  für die- 

Selben zur Zeit noch e n t g e g e n g e s e h e n ,  

A n k ü n d i g u n g e n  von V o r l e s u n g e n  über F o r s t b o t a n i k  und F o r s t m a t h e m a t i k  gind in der 

m e d i c i n i s c h e n  und p h i l o S o p h i s c h e n  Facultät aufgeführt. 

IV. D E R  M E D I C I N I S C H E N  F A C U L T A T .  

M E D I C I N A L R A T E  u n d  P R O F E S S O R  DR. V O N  D ' Ö U T R E P O N T  liest: 1) G e b u r t s h ü l f l i c h e  Clinik in 

V e r b i n d u n g  mit T o u c h i r ü b u n g e n  und einem R e p e t i t o r i u m  und E x a m i n a t o r i u m ,  täglich 

von 8 - 9  Uhr; 2) geburtshülflichen O p e r a t i o n s - C u r s u s ,  täglich von 2 - - 3  Uhr; 3) über 

den jetzigen S t a n d p u n c t  der G e b u r t s h ü l f e  . in phySsiologischer und technischer Be- 

ziehung, als Einleitung und E i n l a d u n g  zu Seinen V o r l e S u n g e n ;  4) über den Unter- 

Schied des M e n s c h e n  und des Thieres beim G e b ä r e n  in phySsiologischer und patho- 

logischer B e z i e h u n g ,  in V e r b i n d u n g  mit V o r z e i g u n g  erläuternder Präparate von 

M e n s c h e n  u n d  T h i e r e n ,  Publice, in n o c h  zu b e s t i m m e n d e n  S t u n d e n .  

H o r R a r n  u n d  P R O F E S S O R  DR. T e x r o r R :  1) A u g e n k r a n k h e i t e n ,  n a c h  B e c k  und Chelius, 

w ö c h e n t l i c h  3mal von 3 - 4  Uhr; 2) I n s t r u m e n t e n l e h r e ,  nach B l a s i u s  , Seerig und 

K r o m b h o l z ,  mit B e n ü t z u n g  der I n s t r u m e n t e n s a m m l u n g  der Univergität, öffentlich und 

unentgeltlich; 3) leitet derselbe die U e b u n g e n  der S t u d i r e n d e n  in den chirurgischen 

O p e r a t i o n e n ,  p r i v a t i s S i m e  ; 4) chirurgische und A u g e n k l i n i k .  täglich von 1 0 - 4 4 1  Uhr 

im Juliushospitale, 

H o r R a T 4  und P R o F i s S o R  Dk. M ü n z :  1) A n a t o m i e  des M e n s c h e n ,  nach S e i n e m  H a n . b u c h e ,  

w ö c h e n t l i c h  5mal von 1 1 - 1 2  Uhr; 2) Z o o t o m i e ,  nach W a g n e r ' s  L e h r b u c h  der ver- 

g l e i c h e n d e n  A n a t o m i e ,  w ö c h e n t l i c h  4mal von 3 - - 4  Uhr; 3) leitet derselbe die Secir- 

ü b u n g e n  in der a n t h r o p o t o m i s c h e n  und z o o t o m i s c h e n  Anstalt; 4) R e p e t i t o r i u m  und 

E x a m i n a t o r i u m  über m e n s c h l i c h e  A n a t o m i e ,  privatisSime. 

H o r R a T u  und P R O F E S S O R  Da. von M a g c u s :  1) Specielle Pathologie und Therapie, und 

z w a r  die K r a n k h e i t e n  des N e r v e n s y s t e m s  und die G e i s t e s k r a n k h e i t e n ,  w ö c h e n t l i c h  

5mal von 7 - - 8  Uhr; 2) syphilitische K r a n k h e i t e n  mit N a c h w e i S u n g e n  am K r a n k e n -  

bette, w ö c h e n t l i c h  2mal von 1 1 - 4 2  Uhr; 3) P r o p ä d e u t i k  der m e d i c i n i s c h e n  Clinik 

in noch zu b e s t i m m e n d e n  S t u n d e n ;  4) m e d i c i n i s c h e  Clinik, täglich von 9 - - 1 0  Uhr 

im Juliushospitale.
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P R O F E S S O R  DR. Νάβε: 1) A l l g e m e i n e  P a t h o l o g i e ,  nach Seinen G r u n d z ü g e n  der allge- 

m e i n e n  K r a n k h e i t s l e h r e .  w ö c h e n t l i c h  4 m a l  von 9 - 4 0  U h r ;  2) a l l g e m e i n e  T h e r a p i e ,  

nach Seinen G r u n d z ü g e n  der a l l g e m e i n e n  H e i l u n g s l e h r e ,  w ö c h e n t l i c h  Amal von 

1 0 - - 4 1  Uhr; 3) K i n d e r k r a n k h e i t e n ,  nach Jörg u. A., w ö c h e n t l i c h  3mal. 

P R O F E S S O R  DR, H E N S L E R :  14) PhySiologie, nach e i g e n e m  Plane, mit Steter B e z i e h u n g  auf 

die neuesten Fortschritte und v e r b u n d e n  mit den zur E r l ä u t e r u n g  und V e r a n s c h a u -  

lichung nötbhigen p h y S i o l o g i s c h e n  E x p e r i m e n t e n .  wöchentlich 5mal von 4 - - 5  Uhr; 

2) Psychologie, physiologisch b e g r ü n d e t ,  nach H a r t m a n n ,  B u r d a c h  u. A., w ö c h e n t l i c h  

2mal von 2 - - 3  Uhr; Derselbe ist auch bereit zum V o r t r a g e  einzelner H a u p t l e h r e n  

der PhySiologie nach eigenen U n t e r s u c h u n g e n  als Recapitulation und mit H i n w e i s u n g  

auf die Pathologie, n a m e n t l i c h  des Kreislaufes und der N e r v e n f u n c t i o n e n .  

P R O F E S S O R  DR. R I N E C K E R :  1) Poliklinik, täglich von 1 2 - - 4  U h r ;  .) K i n d e r k l i n i k  in V e r -  

bindung mit t h e o r e t i S c h e n  V o r t r ä g e n  über K i n d e r k r a n k h e i t e n ,  täglich von 1 1 - - 1 2  Uhr; 

3) Clinik der H a u t k r a n k h e i t e n ,  auf dieselbe W e i s e .  wöchentlich 3mal von 3 - - 4  Uhr; 

4) m i k r o s c o p i s c h e  Histologie, v e r b u n d e n  mit S e l b s t ü b u n g e n  der H e r r e n  Zuhörer, 

nach Henle und Vogel, w ö c h e n t l i c h  3mal von 3 - - 4  Uhr. 

P R O E E S S O R  DR. S c h m p r :  1) S t a a t s a r z n e i k u n d e ,  n a c h  H e n k e  u n d  N i c o l a i ,  w ö c h e n t l i c h  

3 m a l  v o n  3 - 4  U h r ;  2) g e r i c h t s ä r z t l i c h e s  P r a c t i c u m  , w ö c h e n t l i c h  2 m a l  in n o c h  zu 

b e s t i m m e n d e n  S t u n d e n ;  3) V e t e r i n ä r m e d i c i n ,  nach Veith, w ö c h e n t l i c h  2 m a l  v o n  

3 - - 4  Uhr, . 

P R O F E S S O R  DR« A D E L M A N N :  1) A u g e n h e i l k u n d e ,  mit clinischer A n l e i t u n g  , w ö c h e n t l i c h  

5mal von 7 - - 8  Uhr; 2) a l l g e m e i n e  Chirurgie, nach Ph. v. Walther's S y s t e m  der 

C h i r u r g i e  (2te Anfl.), w ö c h e n t l i c h  4 m a l  von 5 - - 6  Uhr; 3) (für B i e n n i s t e n )  ü b e r  

G e l e n k k r a n k h e i t e n ,  F r a c t u r e n  und L u x a t i o n e n .  

P R O F E S S O R  Da. S c h E R E R :  1) A n a l y t i s c h e  C h e m i e ,  w ö c h e n t l i c h  3 m a l ;  2) analytisch=- 

c h e m i s c h e s  P r a c t i c u m  zur U n t e r s u c h u n g  o r g a n i s c h e r  un? u n o r g a n i s c h e r  Körper. 

P R O F E S S O R  DR. M o n g :  1) P i t h o l o g i s c h e  A n a t o m i e  (als intogrirenden Theil der Speciel- 

len P a t h o l o g i e )  n a c h  H a s s e ,  R o k i t a n s k y  u. A.. w ö c h e n t l i c h  5 m a l  von 2 - - 3  U h r ;  2) 

A n l e i t u n g  zu L e i c h e n ö f f n u n g e n  ü b e r h a u p t  und zu gerichtlichen L e i c h e n ö f f n u n g e n  ins- 

besonuüere; 3) erbietet Sich derselbe zu einem R e p e t i t o r i u m  und E x a m i n a t o r i u m  

über die g e s a m m t e  Specielle Pathologie und Therapie. 

PROrvrSSOR DR. Hornmann: 1) das T h e o v r e t i k u m  der Geburtshülfe, w ö c h e n t l i c h  6 Stunden ; 

2) den g e b u r t s h ü l f l i c h e n  O p e r a t i o n s c u r s ,  w ö c h e n t l i c h  3 S t u n d e n ,  p r i v a t i s S i m e .  

P R O r E S S O R  DR, ScHENK: 1) A l l g e m e i n e  Botanik, w ö c h e n t l i c h  4mal; 2) medicinische 

B o t a n i k ,  w ö c h e n t l i c h  4 m a l ;  3) R e p e t i t o r i u m  ü b e r  B o t a n i k .  

PRoOrrsSOR Da. Heime: E x p e r i m e n t a l - P h y s i o l o g i e :  1) T r a n s f u s i o n  des Blutes an Thieren 

von gleichem Alter und gleicher A b s t a m m u n g ;  2) O p e r a t i o n e n  an Leichen und 

a u s g e r d e m  p h y s i o l o g i s c h e  E x p e r i m e n t e ,  an T h i e r e n  mit d e m  O s t e o t o m .  v e r b u n d e n  

mit S e l b s t ü b u n g e n  der Z u h ö r e r ;  3) Peiträge zur L e h r e  von der W i e d e r e r z e u g u n g  

der K n o c h e n ,  mit N a c h w e i s u n g  darauf b e z ü g l i c h e r  Präparate, publice, in noch zu 

b e s t i m m e n d e n  N a c h m i t t a g s s t u n d e n .  

PRrROoreSSOR Da. BerRaz: PhySiologie des M e n s c h e n  mit Steter A n w e n d u n g  der E r g e b n i s s e  

des n e u e r e n  S t a n d p u n c t e s  dieser W i s S e n s c h a f t  auf das practische Bedürfniss des A r z t e s ,



v i i  

P R I V A T D O C E N T  Di. S C H U B E R T :  T o x i c o l o g i e ,  nach eigenen Heften, w ö c h e n t l i c h  2mal. 

P R I V A T D O C E N T  DR. T E X T O R :  C h i r u r g i s c h e  A n a t o m i e ,  w ö c h e n t l i c h  2mal. 

ΕῚ 

V. D E R  P H I L O S O P I I I S C H E N  F A C U L T Ä T .  

P R O F E S S O R  DR. D E N Z I N G E R  liest: 1) a l l g e m e i n e  G e s c h i c h t e  der n e u e r e n  Zeit, w ö c h e n t l i c h  

5 m a l  von 7 - 8  U h r ;  2) G e g s c h i c h t e  v o n  D e u t s c h l a n d ,  in n o c h  zu b e s t i m m e n d e n  

S t u n d e n .  

P R O F E S S O R  Da. Fröm.ica: 1) Aesthetik als Philosophie der Kunst mit specieller Ent- 

w i c k e l u n g  der einzelnen K ü n s t e  , nach eigenen A n S i c h t e n  unter H i n w e i s u n g  auf die 

A e s t h e t i k  v o n  G r o h m a n n ,  w ö c h e n t l i c h  5 m a l  von 1 0 - - - 1 1  U h r ,  v e r b u n d e n  mit e i n e m  

C o n v e r s a t o r i u m  a m  S o n n a b e n d e  von 7 - - 8  U h r ;  2) Gegschichte der K u n s t  bei den 

V o r t r ä g e n  über Acsthetik; 3) a l l g e m e i n e  P ä d a g o g i k  und Didaktik, jene nach Stapf's 

E r z i e h u n g s l e h r e  im Geiste der katholischen Kirche, diese nach eigenen Ansichten. 

w ö c h e n t l i c h  5mal von 7 - - 8  Uhr; 4) Geschichte der E r z i e h u n g ,  von den ältesten 

bis auf die neuesten Zeiten, unter H i n w e i s u n g  auf S c h w a r z ,  im A n f a n g e  der V o r -  

träge über P ä d a g o g i k .  

H o y g a T a  und P R O F E S S O R  Da, O S A N N ;  1) den z w e i t e n  Theil der P h y s i k  u n d  C h e m i e ,  unter 

B e r ü c k s i c h t i g u n g  der H a n d b ü c h e r  von Müller, Pouillet, Eisenlohr und Liebig, täglich 

von 9 - - 1 0  Uhr; 2) an“Iytische C h e m i e  mit practischen U e b u n g e n ,  täglich in geeig- 

neten Stunden. 

PRoFreSSOR DR. LEIBLEIN: 1) a l l g e m e i n e  N a t u r g e s c h i c h l e ,  und z w a r  den z o o l o g i s c h -  

botanischen Theil äerselben, nach e i g e n e m  Plane, mit H i n w e i s u n g  auf Burmeister's 

H a n d b u c h  der N a t u r g e s c h i c h t e ,  w ö c h e n t l i c h  5 m a l  von 2 - - 3  U h r ;  2) Z o o l o g i e ,  nach 

S e i n e n  G r u n d z ü g e n  einer m e t h o d i s c h e n  U V e b e r s i c h t  des T h i e r r e i c h s ,  w ö c h e n t l i c h  3 m a l  

zu g e l e g e n e n  S t u n d e n ;  3) a l l g e m e i n e  B o t a n i k  , nach v o r a u s g e s c h i c k t e r  L e h r e  v o m  

Baue und den L e b e n s e r s c h e i n u n g e n  der Pflanzen ü b e r h a u p t ,  Sowie der botanischen 

S y s t e m k u n d e ;  die Uebersicht «ies Pflanzenreichs nach Seinen H a u p t a b l h e i l u n g e n  in 

Familien und ihren b e m e r k u n g s w e r t h e n  G a t t u n g s r e p r ä s e n t a n t e n ,  nach e i g e n e m  Planc, 

mit B e m ü t z u n g  der G r ü n d z ü g e  der wisSenschaftlichen Botanik von Schleiden und 

: Bischoff's L e h r b u c h  der B o t a n i k ,  w ö c h e n t l i c h  3 m a l ;  4) m e d i c i n i s c h e  B o t a n i k ,  n e b s t  

. B e r ü c k s i c h t i g u n g  der wichtigsten Culturpflanzen, mit practischen D e m o n s t r a t i o n e n  an 

E x e m p l a r e n  aus d e m  b o t a n i s c h e n  Garten und aus der W i l d n i s s ,  nach Bischoff"s 

m e d i c i n i s c h - p h a r m a c e u t i s c h e r  Botanik, w ö c h e n t l i c h  3mal von 7 - - 8  Uhr; 5) Andeitung 

zum Z e r g l i e d e r n  und B e s t i m m e n  der Pflanzen, zu g e l e g e n e n  S t u n d e n ,  theils im 

botanischen Garten, theils. auf E x c u r s i o n e n  in der U m g e g e n d ,  

P R O F E S S O R  DR. H O F F M A N N :  1) p r a c t i s c h e  P h i l o s o p h i e .  w ö c h e n t l i c h  B m a l  v o n  8 - - 9  U h r  ; 

2) G e s c h i c h t e  der P h i l o s o p h i e  an n o c h  zu b e s t i m m e n d e n  T a g e n  und S t u n d e n .



Μ Π  

P r o r s s S o R  Da. Ruwvr: 1) a l l g e m e i n e  N a t u r g e s c h i c h t e  , den m i n e r a l o g i s c h e n  Theil der- 
Selben, mit B e r ü c k s i c h t i g u n g  der H a n d b ü c h e r  von F u c h s  und W a l c h n e r ,  w ö c h e n t l i c h  
3 m a l  yon 9 - - 1 0  U h r ;  2) G e o g n o s i e .  n a c h  e i g e n e m  P l a n e ,  mit H i n w e i s u n g  auf die 

W e r k e  von Cotta, v. L e o n h a r d  und W a l c h n e r ,  w ö c h e n t l i c h  4 m a l  v o n  7 - 8  Uhr, 
p r i v a t i s S i m e  ; 3) p h a r m a c e u t i s c h e  W a a r e n k u n d e ,  mit b e s o n d e r e r  B e r ü c k s i c h t i g u n g  der 
P h a r m a k o d y n a m i k ,  nach W i g g e r ' s  H a n d b u c h ,  w ö c h e n t l i c h  3mal von 8 - - 9  oder von 
4 - 5  Uhr, privatissime. 

P R o r r s S s o R  Da, L v p w i e :  A l l g e m e i n e  ältere G e s c h i c h t e  , n a c h  e i g e n e n  H e f t e n .  mit H i n -  

 w e i s u n g e n  auf Leo's G e s c h i c h t e  des A l t e r t h u m s ,  w ö c h e n t l i c h  4mal von 1 1 - - - 1  2 Uhr, 
P r R o r u s s o R  DR. M a y r :  1) der E l e m e n t a r - M a t h e m a t i k  z w e i t e n  Theil, S t e r e o m e t r i e ,  e b e n e  

und sphärische T r i g o n o m e t r i e ,  w ö c h e n t l i c h  3mal von 1 1 - 1 2  Uhr; 2) m a t h e m a t i s c h -  

physicalische G e o g r a p h i e ,  w ö c h e n t l i c h  5mal von 8 - - 9  Uhr; 3) F o r s t m a t h e m a t i k ,  
w ö c h e n t l i c h  3mal von 1 1 - 1 2  Uhr. 

P R O F E S S O R  DR. C O N T Z E N :  4) allgemeine Litteraturgeschichte nach F. ν, Schlegel, w ö c h e n t -  

lich 4mal von 4 - - 5  Uhr; 2) Statistik Bayern's, nach e i g e n e m  Plane, w ö c h e n t l i c h  3mal 

von 3 - - 4  U h r  ; 3) die historischen H ü l f s w i s s e n s c h a f t e n ,  nach Rühs, w ö c h e n t l i c h  3mal 

in p a s g e n d e n  Stunden. 

P R O F E S S O R  DR. R E U T E R :  1) r ö m i s c h e  L i t e r a t u r g e s c h i c h t e ,  w ö c h e n t l i c h  3 m a l  von 7 - 8  U h r ;  

2) C i c e r o  de officiis lib. II et INI, w ö c h e n t l i c h  2 m a l  v o n  7 - - 8  U h r ;  3) D e m o s t h e n e s  

de Pace, Philipp. II et III, wöchentlich 2mal von 9 - - 1 0  Uhr, 

PrRoFrSSOR Dr. Reuss: 1) Geschichte der deutschen Literatur, v e r b u n d e n  mit deutscher- 

H a n d s c h r i f t e n k u n d e ,  nach Koberstein und H o f f m a n n ,  w ö c h e n t l i c h  2mal; 2) E r k l ä r u n g  

der Gedichte Walther's von der V o g e l w e i d e ,  nach L a c h m a n n ' s  A u s g a b e ,  wöchentlich 
1mal zu g e l e g e n e r  Stunde. 

U n e n t g e l t l i c h e n  Unterricht in der T o n k u n s t ,  8 0 w o h l  in der I n s t r u m e n t a l -  als G e s a n g -  
M u s i k ,  e r h a l t e n  die S t u d i r e n d e n  in d e m  m u s i k a l i s c h e n  Institute. 

H ö h e r e  Z e i c h e n k u n s t  lehrt: P R o F r s s o R  STröngn; K u p f e r s t e c h e r k u n s t  Β ι τ τ η λ υ θ ε α ;  
R e i t k u n s t  ScumvtT; F ' e c h t k u n s t  BünDGeENs. 

Die U n i v e r z i t ä t s -  B i b l i o t h e k  Steht offen a m  M o n t a g ,  Dinstag, M i t t w o c h ,  D o n n e r s t a g  und 
Freitag von 9 - 1 2  Uhr, dann am M o n t a g ,  - Dinstag, D o n n e r s t a g  und Freitag von 
2 - 4  Uhr. 

Das antiquarische M u s e u m  und das M ü n z - C a b i n e t  am S a m s t a g  von 2 - 4  Uhr. 
Das ästhetische Attribut am S a m s t a g  von 10---12 Uhr. 
Das t e c h n o l o g i s c h e  Cabinet am M i t t w o c h  von 1 0 - - 1 2  Uhr. 
Das physicalische Cabinet am M i t t w o c h  und S a m s t a g  von 3 - - 4  Uhr. 
Die S t e r n w a r t e  am S a m s t a g  von 2 - 4  Uhr. 
Das c h e m i s c h e  L a b o r a t o r i u m  und die p h a r m a c e u t i s c h e  S a m m l u n g  am S a m s t a g  von 

1 0 - - 1 2  Uhr. 
Die z o o l o g i s c h - b o t a n i s c h e  A b t h e i l u n g  des N a t u r a l i e n - C a b i n e t s  a m  S a m s t a g  v o n  9 - - 1 4  Uhr. 
Die m i n e r a l o g i s c h e  A b t h e i l u n g  desselben am M i t t w o c h  von 3 - - 5  Uhr. 
Der botanische Garten t ä g l i c h  , mit A u s n a h m e  der S o n n -  und F e i e r t a g e ,  von 9 - - 4 1  

und von 3 - - 4  Uhr. 
Die a n t h r o p o t o m i s c h e  S a m m l u n g  am M o n t a g  von 9 - - 1 2  Uhr. 
Die z o o t o m i s c h e  S a m m t u n g  am D o n n e r s t a g  von 9 - 1 2  Uhr, 
Das chirurgische I n s t r u m e n t a r i u m  am M i t t w o c h  und S a m s t a g  von 14--2 U h r .



Veber die tangirenden Flächen erster und zweiter 
Ordnung, 

W e n n  die Grösse Y eine Function der v e r ä n d e r l i c h e n  Grösse x ist, y =  ἔν, 

und 77 u m  eine beliebige constante Grösse dar v e r m e h r t  wird. 50. zerlegt Sich, wie 

aus d e m  analytischen Theile des Differenzial-Calculs hinlänglich b e k a n n t  ist, die ganze 

Z u n a h m e  von ᾧ, d. ἢ. 4y, in eine e r  W o g e  a n e  A e n a n d e r o l g e n d e r  Glieder: 

d y = f a d e + f t a  +  Ἐ Σ  2  E n  “ 4 . 5  ἀ ρ  Ε Ν  

in w e l c h e r  f"x, [ Ὁ  f “ ' x  u. 8. w. abgeleitete, von der Grösse d a  u n a b h ä n g i g e  F u n c -  

tionen der g e g e b e n e n  Function y =  f3% Sind. 

Dies lässt Sich auf's Leichteste aus d e m  Taydlor'schen L e h r s a t z e  b e w e i s e n ,  der 

in allen auch noch 50 v e r s c h i e d e n e n  T h e o r i e e n  des Diſferenzial-Calculs gilt. Es Ιδἱ 

nämlich allgemein: 

u f d  “iü Ἵ W i l p  
Ζ ψ ε ξ  P a i  2  δ ᾿  η γ " ᾳ  Π Σ  Ε Ν  

worin ὦ eine b e l i e b i g e  , v e r ä n d e r l i c h e  oder constfante Z u n a h m e  von ἃ; ausdrückt. 

W i r d  daher ὦ =  d a  constant gesetzt, 80 geht die obige Reihe hervor: 

d a ?  ,,, « 8  
A y - f r d r +  0 - 2 1  “ ἂ ξ ϑ  ω ς  

D a m i t  diese R e i h e  c o n v e r g e n t  b l e i b e ,  ἰδὲ n o t h w e n d i g ,  dass S o w o h l  das zz!* Glied 

Γ χ ά  

2 . 3 . . .  

Dies ist i m m e r  der Fall, w e n n  d s  z w i s c h e n  den G r e n z e n  (--- & und +  α) 50 ge- 

n o m m e n  wird, dass [ἢν g d a "  nicht Selbst unendlich wird. In vielen Fällen, w e n n  f* ἃ; Selbst 

eine endliche Grösse bleibt, oder unendlich klein wird, Sind diese G r e n z e n  von daz 

Selber -+ οὐ und -- 2 ,  d. h. die Reihe bleibt c o n v e r g e n t ,  50 gross auch d a  ge- 

n o m m e n  w e r d e n  m ö g e .  -- V o r a u s g e s e t z t  wird, dass die Factoren f"z, “ ἡ ,  f ' ' x  α. 5. W. 

nicht Selbst einzeln unendlich gross oder u n b e s t i m m t  w e r d e n ,  was nur für ginguläre 

W e r t h e  von ἃ; eintreten k a n n ,  die d a r u m  auch nur Singulär, und nicht durch die all- 

᾿ ῳ  

-, als auch die S u m m e  der 72 n a c h f o l g e n d e n  Glieder für zz =  οὐ v e r s c h w i n d e .  

1
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g e m e i n e  T u y l o r ' s c h e  Reihe bestimmt w e r d e n  können. -- G e w ö h n l i c h  w e r d e n  die Diffe- . 

renzialien dy. αἶψ, d?y etc. etc. Statt der A u s d r ü c k e  f ' x d z ,  f “ z d z * ,  β́  χ α  eto. ge- 

Setzt, und dann geht die Reihe in folgende über: 

d*y d? =  d y  S I E D L E  du 
w o f ü r  auch 1 d y  “ ὦ  d y  da? d y  d a “  

G E  GRE ICE TERE STETEN 
g e s c h r i e b e n  w e r d e n  kann. 

Diese Reihen gelten allgemein, 50. lange dz nicht 56 1081 die b e s t i m m i e n  G r e n z e n  

+  ἃ u n d  -- « ü b e r s c h r e i t e t .  D i e s e  G r e n z e n  Sind i m m e r ,  wie bereits b e m e r k t  w o r -  

den ist, e n d l i c h e  o d e r  u n e n d l i c h  g r o s s e ,  n i e m a l s  aber u n e n d l i c h  k l e i n e  G r ö s g e n  ; 

es giebt daher i m m e r  unzählig viele W e r t h e  von da, w e l c h e  die Reihe c o n v e r g e n t  

m a c h e n ,  ohne dass einer dieser W e r t h e  als v e r s c h w i n d e n d  klein a n g e n o m m e n  w e r d e n  

m ü s g t e .  . 

W i r d  die v e r ä n d e r i i c h e  G r ö s s e  3, Statt u m  die G r ö s s e  d y  v e r m e h r t  zu w e r d e n ,  

um dieselbe Grössec vermindert, 80 ἰδὲ die ganze A b n a h m e  der Function 

dy, d y  d y  4  
2 2 3  2 3 4  “ 

=  d d s ?  d y  daz* d y  W i  
| ds“ d s  2 da? 2 3  « 2 . 3 . 4  

Die einzelnen Glieder der beiden R e i h e n  der Z u n a h m e  und A b n a h m e  S t i m m e n  daber 

bis auf ihre Zeichen v o l l k o m m e n  überein, und Alles, was von den ersten R e i h e n  ge- 

Sagt w o r d e n  ist, gilt auch v o n  den z w e i t e n  R e i h e n  der A b n a h m e  einer F u n c t i o n .  Da 

die O p e r a t i o n e n  in beiden Reihen diegelben Sind, 80 w e r d e n  wir der K ü r z e  halber nur 

von den Z u n a h m e n  der v e r ä n d e r l i c h e n  G r ö s g e n  der F u n c t i o n e n  handeln. --- 

Ist die Grösse zx eine Function z w e i e r  von einander u n a b h ä n g i g e r  ver- 

ä n d e r l i c h e r  G r ö s g e n  & u n d  9, und w e r d e n  die G r ö s g e n  37 u n d  Y u m  die b e l i e b i g e n  

constanten Z u n a h m e n  dar, dy v e r m e h r t ,  80 ist die ganze Z u n a h m e  von u in B e z u g  

auf die V e r m e h r u n g e n  von 3: und von Y 

  

d u  Τ Ὰ ]  

      

  

    

τ  m  de Ἐὰν δ ο ν  γ ι  σαν Μ η  ὯΝ "  

  

[ ἄ ν  

d a r  

Diese Reihe ist ebenfalls (die Singulären W e r t h e  der F u n c t i o n e n  a u s g e n o m m e n ,  

die auch nicht allgemein, S o n d e r n  Singulär bestimmt w e r d e n )  für alle W e r t h e  von da 

und dy, die e i n z e l n  k l e i n e r  als ihre G r e n z e n  + a ,  + 8  Sind, c o n v e r g e n t ,  und gelten all- 

g e m e i n ,  nicht bloss für unendlich kleine, Sondern für beliebig grosse W e r t h e  von 

d a  und dy bis zu den G r e n z e n  α u n d  8, die öfter Selber unendlich gross Sein können, 

Aehnliche Reihen lasgen - Sich mit Leichtigkeit e n t w i c k e l n  , w e n n  v- eine Function 

von drei oder m e h r e r e n  v e r ä n d e r l i c h e n  G r ö s s e n  ist, diese m ö g e n  n u n  von einander 

unabhängig, oder t h e i l w e i s e  , oder ganz von einander a b h ä n g i g  Sein. 
5 . 8 )  

wo 1 5 »  e i d  | etc. eto. die partiellen Differenzialien von z& nach x und nach y/ a u s d r ü c k e n .
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A n a l y t i s c h  gelten daher die Gesetze des Differenzial-Caleuls für beliebig grosse 

W e r t h e  der D i f f e r e n z i a l i e n ;  u n d  nur in ihren A n w e n d u n g e n  auf G e o m e t r i e  u n d  M e c h a n i k  

war man biSher genölhigt, e n t w e d e r  die Diſferenzialien unendlich klein zu n e h m e n ,  

( w a s  n i e m a l s  A n s c h a u l i c h k e i t ,  D e u t l i c h k e i t  u n d  B e s t i m m t h e i t  des D e n k e n s  g e b e n  k a n n ) ,  

oder aber die Differenzialien ganz ausser Acht zu lassen. und mit den blossen Diffe- 

r e n z i a l - Q u o t i e n t e n  Ξ Α  ᾿  οἷο. etc. zu r e c h n e n ,  w a s  n i e m a l s  K l a r h e i t  u n d  U e b e r -  

z e u g u n g  g e b e n  kann, da die g e o m e t r i s c h e n  u n  m e c h a n i s c h e n  G r ö s s e n  w i r k l i c h e  G r ö s s e n  

Sind, w ä h r e n d  die D i f f e r e n z i a l - Q u o t i e n t e n  b l o s s e  Z a h l e n ,  d. ἢ. b l o s s e  O p e r a t i o n e n  Sind. 

Die D i f f e r e n z i a l - Q u o t i e n t e n  dienen auch in der That nur a u s w e i c h u n g s w e i s e  zur Bestim- 

m u n g  der w i r k l i c h e n  g e o m e t r i s c h e n  und m e c h a n i s c h e n  G r ö s s e n ,  und in d e m  A u g e n -  

blicke, wo Sie A n s c h a u l i c h k e i t  g e b e n  wollen, k o m m e n  56 Selbst auf die unendlich kleinen 

G r ö s S g e n  z u r ü c k ,  u n d  m ü s s e n  d a d u r c h  a u c h  den S c h e i n  verlieren, als ob Sie j e m a l s  im 

S t a n d e  Sein k ö n n t e n ,  W i r k l i c h k e i t  u n d  A n s c h a u l i c h k e i t  zu g e b e n .  D u r c h  dies a u s -  

w e i c h e n d e  V e r f a h r e n .  das o h n e h i n  nichts a n d e r e s ,  als den S c h e i n  retien k a n n  ( d e n n  

dass die D i ſ f e r e n z i a l - Q u o t i e n t e n  e n d l i c h e  G r ö s g e n  Scien, dies w i s s e n  a u c h  D i e j e n i g e n ,  

die mit den Differenzialien Selber als mit unendlich kleinen G r ö s s e n  und mit wirk- 

lichen Nullen rechnen), wird die A n w e n d u n g  des Differenzial-Calculs auf G e o m e t r i e  

und M e c h a n i k  ausserordentlich erschwert. Die w a h r e n  S c h w i e r i g k e i t e n  w e r d e n  nicht 

ü b e r w u n d e n ,  S o n d e r n  d e m  offenen Differenzial-Calcul, der mit unendlich kleinen Grössen 

rechnet, überlassen; das a u s w e i c h e n d e  V e r f a h r e n  k ö m m t  nur nach, um auf eigene 

W e i s e  zu zeigen, dass die materiellen S c h w i e r i g k e i t e n  bereits ü b e r w u n d e n  Seien. 

Dies ἰδὲ in noch h ö h e r e m  N a a s s e  bei der A n w e n d u n g  des Differenzial-Calouls auf Physik 

und N a t u r ſ o r s c h u n g  ü b e r h a u p t  der Fall. 

WL. 

Differenzialien der ebenen Curven und der von ihnen a b h ä n g i g e n  Functionen. 

Da die Differenzialien a n a l y t i s c h  g e n o m m e n  wirklich endliche und beliebig grosse 

G r ö s s e n  Sind, 50 entstcht die A u f g a b e ,  dass Sie auch in ihren A n w e n d u n g e n  auf g e o -  

m e t r i s c h e  und m e c h a n i s c h e  G r ö s s e n  als Solche g e z e i g t  und b e w i e s e n  w e r d e n ,  w a s  o h n e  

alle S c h w i e r i g k e i t  g e s c h e h e n  k a n n .  --- In e i n e r  fr ü h e r  e r s c h i e n e n e n  Schrift ( T h e o r i e  

des D i f f e r e n z i a l - C a l c u l s )  h a b e  ich von | den m e n  der ersten R e i h e :  

n a c h g e w i e s e n ,  w e l c h e  b e s t i m m t e  G r ö s g e n  Sie Seien, w e n n  Y und x g e o m e t r i s c h e  Grös- 

Sen Sind. A l l g e m e i n  ist dy das erste, I E  das zweite, ἣ ν  das dritte Glied eto, οἷο, 

der a l l g e m e i n e n  Z u n a h m e  4Yz; g e o m e t r i s c h  Sind Sie aber b e s t i m m t e  g e o m e t r i s c h e  - 

Grössen, die von d e n j e n i g e n  g e o m e t r i s c h e n  Grössgen a b h ä n g e n ,  die für x und 9 g e s e t z t  

w e r d e n .  

1 Ἀ
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1. Sind 3x und 4 die r e c h t w i n k l i g e n  C o o r d i n a t e n  einer e b e n e n  

Curve afio, z. Β. 4 = a b ,  y = f b ,  und wird d a = = b e  g e n o m m e n ,  

So ἰδ: 

1) Das Differenzial der Ordinate oder dy gleich der g e r a d e n  

Linie N Q ,  ἃ. h. der V e r l ä n g e r u n g  der Ordinate f b = g c  bis z u m  

Punkte ἢ der T a n g e n t e  hf. Das Differenzial dy ist also eine 

endliche Grösse, 80 gross oder 50 klein auch d a = = = b c  g e n o m m e n  

w e r d e n  m ö g e .  Für a = a d ,  und d = d e  wird d y = 0 ,  weil die 

T a n g e n t e  der Curve im Punkte i mit der AbScissenlinie parallel 

  

A / w i r d .  =- Für 3 = a o ,  und d z = = - o n ,  wird d y = m n  (die Differenz 

Ὰ / der v e r l ä n g e r t e n  Ordinate z w i S c h e n  den D u r c h s c h n i t t s p u n k t e n  der 

ἢ N /  Linien 072 und o m ,  w e n n  o m  die T a n g e n t e  der C u r v e  im Punkte 

Τ Ὸ  0 iSt. 
/ Ν  

  

2) Das zweite Glied der Reihe 4 y  oder +  d y  ist gleich 

der g e r a d e n  Linie 2 8 €  , w e n n  die Curve ßay die tangirende 

P a r a b e l  z w e i t e r  O r d n u n g  zur g e g e b e n e n  C u r v e  b a c  im P u n k t e  

a ist. Diese tangirende Parabel hat die Gleichung: 

Y ' = m + n z + r r z ? ,  

und die B e d i n g u n g s - G l e i c h u n g e n  : 

| Y I  dy =dy, Py =dy, 
w o d u r c h  die drei C o n s t a n t e n  m ,  12, Τὶ b e s t i m m t  w e r d e n ,  (Die 

G l e i c h u n g  muss i m m e r  9/' in der ersten, und 3 in der zweiten 

und in keiner h ö h e r e n  Potenz e n t h a l t e n  , damit die Diſferenzia- 

lien dy“ und d?Yy' endliche Grössen, die h ö h e r e n  Diſſerenzialien aber S ä m m t l i c h  gleich 

Null w e r d e n .  D a r a u s  folgt, dass d?y durch 44Y' und durch dy vollständig b e s t i m m t  

w e r d e n  k ö n n e . )  

  

N k 3) Das dritte Glied der Reihe 49, oder α ν  ist gleich der 

(αὶ g e r a d e n  Linie 2387", w e n n  in der g e g e b e n e n  C u r v e  bac, 3 x = k m ,  

J L  23) d x z m h  gesetzt wird, und w e n n  tag die T a n g e n t e ,  Say die 

j tangirende Parabel zweiter O r d n u n g  und 2a2 die tangirende 
  

  

7  P a r a b e l  dritter O r d n u n g  zu d e m  P u n k t e  a ist. D i e s e  t a n g i r e n d e  

/i Parabel dritter O r d n u n g  hat die Gleichung: 

ἢ ; e m  +  z r  2 2 4 8 2 2 ,  

H z  i A  17 und die Bedingungs-Gleichungen: 
ψ ' ξ ε υ .  d y “ = d y ;  α ὐ γ ξ ξ ν ;  d E y Y ' = d y ,  

w o d u r c h  die C o n s t a n t e n  b e s t i m m t  g i n d .
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Da die T a n g e n t e  selbst eine tangirende Parabel erster O r d n u n g  ist, 50 ist das 

erste Differenzial der Ordinate gleich 90, (gleich der Z u n a h m e  der n e u e n  Ordinate bis zur 

t a n g i r e n d e n  Parabel erster O r d n u n g ) ;  es ist das zweite Differenzial der Ordinate 
2 

( ν ο ν  gleich der Linie 272g (gleich der d o p p e l t e n  Z u n a h m e  der n e u e n  Ordi- 

nate von der t a n g i r e n d e n  Parabel erster O r d n u n g  bis zur t a n g i r e n d e n  Parabel zweiter 
3 

O r d n u n g )  ; es ist das dritte Differenzial der Ordinate ( w y = 2 3 . 2 9  gleich der Linie 

2 . 3 . 1  (gleich der S e c h s f a c h e n  Z u n a h m e  der neuen Ordinate von der t a n g i r e n d e n  Parabel 

zweiter O r d n u n g  bis zur t a n g i r e n d e n  Parabel dritter O r d n u n g )  u. 8. w. 

D i e  S u m m e  aller dieser g e r a d e n  T.inien g o 4 + n q g - + n r + . .  ( m i t  posSitiven oder 

n e g a t i v e n  Z e i c h e n  g e n o m m e n ,  wie es die j e d e s m a l i g e  R e c h n u n g  u n d  C o n s t r u e t i o n  

giebt), giebt endlich die g a n z e  Z u n a h m e  44Y der neuen Ordinate, oder der Linie 

S 0 ,  50 d a s s  

8 0 = g o t n g t n r + . . . ,  

80 gross oder 80 klein a u c h  m i = d x  g e n o m m e n  w e r d e n  m ö g e .  

So ist Zz, B., w e n n  c m  die g e g e b e n e  Curve, c1 

die T a n g e n t e  und c2, c3, c4.. die t a n g i r e n d e n  Para- 

belIn der z w e i t e n ,  dritten, vierten O r d n u n g  darstellen, 

d y = a v ,  d ? y = 2 u r ,  d * Y = 2 . 3 . 0 r  ; d ' y = 2 . 3 . 4 . 0 1  u. 8. Ww. 
4 A y = m a ,  und 

1 1 1 
N E  U Y F F P Y  F O T Z E  .„ 

  

oder 

m a = < = v e - H r u + 0 r - n 0 + . .  

Es ist nicht n o t h w e n d i g ,  dass gerade aus der beliebigen Z u n a h m e  der AbSscissen 

die Differenzialien der O r d i n a t e n  b e s t i m m t  w e r d e n ,  es k ö n n e n  auch u m g e k e h r t  die 

Differenzialien der A b s c i s s e n  aus den beliebigen Z u n a h m e n  der O r d i n a t e n  b e s t i m m t  

w e r d e n ,  n a c h  der R e i h e :   ͵

d?x α π  
4 ε π ά χ  ο ν  -ἰ τς Τ ο .  

[51 z. B. hao eine g e g e b e n e  C u r v e ,  und wird die Ordinate ab 

um eine beliebige Grösse ac v e r m e h r t ,  50 ἰδὲ die ganze Z u n a h m e  

der AbsScisse, oder 4 % ,  gleich der g e r a d e n  Linie co, und das erste 

Differenzial, oder dx, ist gleich der g e r a d e n  Linie cg, d. ἢ. der- 

jenigen g e r a d e n  Linie, die z w i s c h e n  den P u n k t e n  c und 4 liegt, w e n n  

tag die T a n g e n t e  der g e g e b e n e n  Curve im Punkte a ist. -- Auf 2 

ganz gleiche Art k ö n n e n  die zweiten, dritten und h ö h e r e n  Differen= 

zialien der A b s c i s s e n  durch tangirende P a r a b e l n  zweiter, dritter und & 

h ö h e r e r  O r d n u n g e n  c o n s t r u i r t  w e r d e n .  Ihre S u m m e  ( o d e r  t h e i l w e i s e  “  

Differenz) ist gleich der ganzen Z u n a h m e  4x, 80 gross auch dy innerhalb der Grenze 

α g e n o m m e n  w e r d e n  m ö g e .  
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" W ü r d e  z. Β. bei der Curve hao die beliebige Z u n a h m e  ac 
// der Ordinate ab, 80 g e n o m m e n ,  d a s s  cg die Curve h a o  niemals 

4  b durchschnitte, 80 würde 4x==20. Analytiscch würde gich ergeben, 
dass die Reihe: 

  

Δ ά ν  Π Σ  5 μ ε  μ α ς  d E  

2.3. Τ Ὴ Ν  

ἢ für diesen W e r t h  von dy divergent w ü r d e  / und nur unter der Be- 

5 |. d i n g u n g  c o n v e r g i r e n  k ö n n t e ,  dass die b e l i e b i g e  Z u n a h m e  der O r d i n a t e ;  

d y  , innerbalb einer b e s t i m m t e n  G r e n z e  & g e n o m m e n  w ü r d e .  

Diese G r e n z e  ist jederzeit (die Singulären Punkte a u s g e n o m m e n )  

eine e n d l i c h e  Grösse. So S t i m m e n  Analysis und g e o m e t r i s c h e  A n w e n d u n g  auf's 

V o l l k o m m e n s t e  überein; was in der Analysis eine divergente Reihe gibt, das kann 

in der G e o m e t r i e  keine e n d l i c h e  G r ö s s e  g e b e n ;  die C u r v e  u n d  die mit der A b s c i s s e n -  

linie parallele Linie cq k ö n n e n  Sich in d e m  g e g e b e n e n  Falle niemals d u r c h s c h n e i d e n ,  

D i e j e n i g e n  W e r t h e  von 3 oiler y h i n g e g e n ,  die in der analytischen Reihe: 

d x  d z  

Π Σ  
einzelne Glieder gleich Null, oder unendlich gross m a c h e n ,  diese m ü s s e n  in der g e o »  

m e t r i s c h e n  A n w e n d u n g  Singuläre Punkte der Curve g e b e n  (Inflexionspunkte, vorsprin- 

gende, Schliessende, r ü c k k e h r e n d e  Punkte u. 5. w.), die eben, weil Sie Singulär Sind, 

auch Singulär und nicht durch die a l l g e m e i n e  Reihe bestimmit w e r d e n  m ü s s e n .  So hat 

Alles Sein Gutes. W i r d  die allgemeine Reihe u n b r a u c h b a r ,  80 ist es ein Zeichen, dass 

Singuläre W e r t h e  und Punkte zu b e s t i m m e n  Seien, auf die m a n  nicht k o m m e n  könnte, 

w e n n  nicht die Singularität der a l l g e m e i n e n  Reihe für diese W e r t h e  auf Sie h i n w e i s e n  

w ü r d e ,  

1. Ist in der Function 2 = f ( 3 x )  zZ der B o g e n  und x Ζ. Β. die A b s c i S S e  einer 

C u r v e ,  50 ist 4 2  die g a n z e  Z u n a h m e  des B o g e n s ,  und dz, >  2  ete. Sind die ein- 

zelnen Glieder dieser Z u n a h m e  , w e n n  dz eine beliebige Z u n a h m e  

von ὦ  ist. Die ganze Z u n a h m e  ist offenbar eine C u r v e ,  nämlich 

derjenige Theil des B o g e n s ,  der z w i S c h e n  den A b s c i s s e n  x und 

x + d x  liegt; die einzelnen Differenzialien aber Sind g e r a d e  Linien, 

und die S u m m e  dieser g e r a d e n  Linien giebt den B o g e n ,  80 gross 

oder 50 klein auch dz g e n o m m e n  w e r d e n  m ö g e .  So ist, w e n n  

X x = a b ,  d x = b h  gesetzt wird, 4 2  gleich d e m  B o g e n  cor, aber das 

  

erste Differenzial εἰς ist gleich der g e r a d e n  Linie C R ,  ἃ. h. gleich 

d e m j e n i g e n  Theile der T a n g e n t e ,  der z w i s c h e n  den Ordinaten 9 und Y + d y  (εὖ und 

n h )  liegt, 50 gross auch δῇ innerhalb der G r e n z e  d z = a  g e n o m m e n  w e r d e n  m ö g e .  

Da die Linie cn g e o m e t r i s c h  aus e c m M = d x  und 1 u m = d y  b e s t i m m t  w e r d e n  

k a n n ,  d a  ( d z ? 4 - d y ?  ), 80 ist analytisch d ? 2 = =  ἐ ν  τ α  ἢ und da d?9 Schon aus den 

D i f f e r e n z i a l i e n  d e r - O r d i n a t e  b e k a n n t  ist, ( d ? y = = 2 n 9 ) ,  w e n n  die C u r v e  S a y  die t a n g i r e n d e  

Parabel zweiter O r d n u n g  im Punkte a ist, s0 ist d?2 die vierte P r o p o r t i o n a l e  zu d e n
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Linien ἀ φ ,  ἀμ, d*y, ἃ. ἢ. zu den Linien ag, py, 219, oder 67) 
„42 

ἢ ἀνὰ gleich der Linie 8 9 3 »  w e n n  Ju Senkrecht auf ag Steht. Z  - j 

F e r n e r  Ἧ a - - -  f 

1 13%-- 1 d y d ? y  + t  1 ( 9 )  y e  ( U V  

5 3  2 3  d s  d z  7 d z  4 7  

und da d y  aus der t a n g i r e n d e n  Parabel dritter O r d n u n g  be- 4 “  
u d :  | K μοὶ 

kannt ist, nämlich 5 5 0 %  3 Y = = n r ,  80 ist: 5 5  W d  gleich der ge- 5 4  » Ἵ 7 ἀ 
92 

raden Linie 2898, w e n n  70 auf m  Senkrecht und m i  S E E  “ Ν Υ  
2 7  . 

mit aq g e z o g e n  wird. E b e n s o  kann die gerade Linie 5 3  S E  ) -  -75 538 der tan- 

g i r e n d e n  Parabel zweiter O r d n u n g  Ν Η  construirt w e r d e n ,  Es ist nämlich 

ἀ χ  1  ( 2 1 - 7  4 C u )  2 Im)?  (m)? . . 
7  Ξ ε ,  also 331 ας Jaz 5 3 4  ἐς 38 ag und “  iSt gleich der 

dritten Proportionallinie zu den Linien ag und Z s  Dies ἰδὲ ebenfalls eine endliche 

und c o n s t r u i r b a r e  g e r a d e  Linie 8. 

Auf ähnliche W e i s e  w e r d e n  die vierten, fünften und n a c h f o l g e n d e n  Differenzialien 

des B o g e n s  construirt. Sie Sind gSämmtlich g e r a d e  Linien, und ihre theilweise S u m m e  

oder Differenz giebt in einer endlichen oder u n e n d l i c h e n  Reihe g e n a u  die Z u n a h m g  des 

R o g e n s  42, also den B o g e n  as, 50 gross oder 50 klein auch die Grösse d x = = f k  in- 

nerhalb der G r e n z e n  der C o n v e r g e n z  der Reihen g e n o m m e n  w e r d e n  m ö g e .  

Es zerlegt Sich d e m n a c h  die ganze Z u n a h m e  des B o g e n s  in eine endliche oder 

u n e n d l i c h e  Reihe g e r a d e r  Linien, die Sämmtlich ihrer L a g e  und Grösse nach g e o -  

metrisch construirt w e r d e n  können, -- Das ist aber nicht das Wichtigste. Das Be- 

w u n d e r u n g s w ü r d i g e  ist, dass m a n  diese einzelnen g e r a d e n  Linien, diese a u f e i n a n d e r -  

f o l g e n d e n  Differenzialien des B o g e n s  S ä m m t l i c h ,  ohne den B o g e n  Selbst zu kennen, 

aus den b e k a n n t e n  Differenzialien der Ordinate und AbScisse construiren, dass m a n  also aus 

der g e g e b e n e n  C o o r d i n a t e n - G l e i c h u n g  den B o g e n  und u m g e k e h r t  aus d e m  g e g e b e n e n  Bo- 

gen die C o o r d i n a t e n - G l e i c h u n g  ableiten kann. D e n n  es ist das erste Diſferenzial des 

B o g e n s  g e o m e t r i s c h  a g = 1 /  a p ? 4 p g * ? ,  oder d z = v V d a 2 ? - + d y ? ,  w o r a u s  Sich das wichtige 

Resultat ergibt, dass m a n  aus d e m  Differenzial des B o g e n s ,  das g e o m e t r i s c h  aus den 

Differenzialien der Abscisse und der Ordinate b e s t i m m t  wird, durch analytische Inte- 

gration den B o g e n  Selbst findet. Es folgt nämlich aus 

da=vde- Ty, == [ V I T A .  
W ä r e  aber der B o g e n  z. B. als Function der Abscisse g e g e b e n ,  und die C o o r d i -  

ἡ  u n b e k a n n t ,  50. folgte aus d 2 ? = d x ? - H F d y ?  auch d y ? = d 2 ? - d e ? ,  

d y = d a y  ( Z Z ,  - 4 ) ,  480 2 τ ε .  d a v  ( G a  γ ε ;  w o r a u s  die G l e i c h u n g  z w i s c h e n  

d e r  O r d i n a t e  u n d  A b s c i s S e  g e f u n d e n  w e r d e n  k a n n ,  

Es k ö n n e n  d a h e r  S c h o n  d u r c h  das erste D i f f e r e n z i a l  die F u n c t i o n e n  der C o o r d i n a t e n
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und des B o g e n s  in einer a l l g e m e i n e n ,  für alle C u r v e n  gültigen F o r m e l  aus einander 

abgeleitet w e r d e n ,  

Die T h a t s a c h e  ἰδὲ f o l g e n d e :  Die v e r s c h i e d e n e n  F u n c t i o n e n ,  die bei C u r v e n  b e s t i m m t  

w e r d e n  Sollen, b e r u h e n  z u m  Theil o d e r  g a n z  auf B e s t i m m u n g  k r u m m e r  L i n i e n ,  bei 

d e n e n  die n i e d e r e  G e o m e t r i e  nichts a u s r i c h t e n  kann. A b e r  die D i f f e r e n z i a l i e n  der 

C u r v e n  führen d u r c h a u s  auf g e r a d e  Linien (oder K r e i s b o g e n  bei den P o l a r - C o o r d i n a t e n ) ,  

und diese k ö n n e n  d u r c h  die n i e d e r e  G e o m e t r i e  v o l l k o m m e n  und leicht b e s t i m m t  w e r d e n .  

D a r a u s  w e r d e n  G l e i c h u n g e n  gebildet, deren A u f l ö S u n g  durch Integration Sache der 

Analysis ist; die S c h w i e r i g k e i t e n  Sind nicht m e h r  S c h w i e r i g k e i t e n  der Theorie, S o n d e r n  

des Calculs. A u c h  hat die Analysis ganz andere Hilfsmittel zur V e b e r w i n d u n g  dieser 

S c h w i e r i g k e i t e n ,  als die vereinzelten g e o m e t r i s c h e n  E l e m e n t e ,  in denen T h e o r i e  und 

Calcul noch u n g e s o n d e r t  Sind, 

Γ III, Ist die Function p = f (  %) g e g e b e n ,  und drückt q die 

1“ von den A b S c i s s e n ,  den O r d i n a t e n  und der Curve e i n g e s c h l o s -  

+ a  Sene E b e n e  aus, Ζ. B. die E b e n e  acb, 50 ist die g a n z e  Z u n a h m e  

der Fläche, “ΖΦ... w e n n  Z. B. d a = = b f ß  gesetzt wird, die E b e n e  

  

  

N 4 ὀεοεβ,, die von drei g e r a d e n  L i n i e n ,  cb, ὧβ, ße, u n d  v o n  d e m  

B o g e n  coe b e g r e n z t  wird. W a s  Sind aber die einzelnen Glieder 

Q , ἀ φ  d p  . 
dieser ganzen Z u n a h m e ,  dp, 5“, 55 u. 5. Ww? Sie Sind 

ν iF ß 2 2 3  
e b e n e  F i g u r e n ,  die S ä m m t l i c h  von g e r a d e n  L i n i e n  b e g r e n z t  

w e r d e n ,  50 gross auch dx innerhalb der G r e n z e n  der C o n v e r g e n z  der Reihe ge- 

n o m m e n  w e r d e n  m ö g e ,  

Und z w a r  ist ἀφ gleich d e m  R e c h t e c k e  δ ε κ β  (obige Figur). Da dieses R e c h t e c k  gleich: 

c b . b ß B = Y d x  ist, 80 k ö n n e n  die n a c h f o l g e n d e n  Differenzialien der Fläche qp auf's 

Leichteste construirt werden. Es ist nämlich d ? p = d ( y d 3 x  ) = d y d x .  Aber dy ist 
aus den Differenzialien der O r d i n a t e n  als die Linie pq bekannt, 

"bh und es ist ! d p  gleich d e m  D r e i e c k e  apg. --- E b e n s o  ist 

1,,o 1 ,  1 ,  | .. 
5 3 1  P== 5 3 0  Ydx, und da οὐ Y aus den Differenzialien der 

O r d i n a t e n  als die Linie 97 bekannt ist. 50 ist S d 2 y d z  ein R e c h t e c k  

aus der Linie dx und der Linie Σ ά ,  und 5 5  l y d s  iSt der 

  

. Μ Ν  1 οι ἀ φ  d y d e  
dritte Theil dieses Rechtecks =  P g  E b e n  80 ist 5 3 4  2 3 4    

u n d  da - Y  eine Linie ist, die aus den D i f f e r e n z i a l i e n  der O r d i n a t e n  als die Linie zr 
2.3 

dy dy 
b e k a n n t  ist, So ist 5 3 4  der vierte Theil des R e c h t e c k s  z w i s c h e n  den L i n i e n  ἔ χ  u n d  

dx, d. h. gleich dem vierten Theile des R e c h t e c k s  1ir.ap u. 8, W .
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Es ἰδὲ daher die E b e n e  4 y = f a s k  die S u m m e  von endlich oder unendlich vielen 

R e c h t e c k e n ,  also v o n  F i g u r e n ,  die v o n  g e r a d e n  L i n i e n  b e g r e n z t  S i n d ,  80 g r o s s  a u c h  

dx g e n o m m e n  w e r d e n  m ö g e ,  

Das W i c h t i g s t e  ist dabei wieder, dass der F l ä c h e n - I n h a l t  dieser von geraden Linien 

b e g r e n z t e n  F i g u r e n  auf's L e i c h t e s t e  g e o m e t r i s c h  b e s t i m m t  w e r d e n  kann. So ist das 

1 
Viereck a f ſ ſ p = = y d x  , das Dreieck g a p = Z 4 y d x  u. 5. ἡ. D a d u r c h  sind G l e i c h u n g e n  

z w i S c h e n  den Differenzialien der Fläche und den C o o r d i n a t e n  und ihren Differenzialien 

g e g e b e n .  Die Bildung dieser G l e i c h u n g e n  fällt ganz der g e o m e t r i s c h e n  B e t r a c h t u n g  

anheim. Sind aber einmal die G l e i c h u n g e n  gebildet, z. B. d p = = Y y d x ,  50. ἰδὲ das fernere 

Geschäft rein a n a l y t i s c h  , und es k ö n n e n  durch Integration die Flächen aus den g e g e -  

b e n e n  C o o r d i n a t e n - G l e i c h u n g e n  und u m g e k e h r t  diese aus den g e g e b e n e n  Flächen auf's 

Leichteste g e ſ u n d e n  w e r d e n .  

Also Schon durch das erste Differenzial der Fläche kann der Flächen-Inhalt einer 

C u r v e  aus ihrer g e g e b e n e n  C o o r d i n a t e n - G l e i c h u n g  g e f u n d e n  w e r d e n ,  

Das V e r f a h r e n  bei der Herstellung dieser Regultate verdient b e s o n d e r s  h e r v o r g e -  

h o b e n  zu w e r d e n .  Es Sind g e o m e t r i s c h e  Gröggen, Z. B. Flächen, aus ihren C o o r d i n a t e n -  

G l e i c h u n g e n  zu b e s t i m m e n .  Sie Sind w o h l  als P r o b l e m e  g e g e b e n ,  aber m a n  kann Sie 

nicht u n m i t t e l b a r  auflögen. D a r u m  g e h t  m a n  zu i h r e n  D i f f e r e n z i a l i e n  über. D i e s e  Sind 

einfache, von g e r a d e n  Linien b e g r e n z i e  Figuren, und k ö n n e n  auf's Leichteste b e s t i m m t  

w e r d e n .  So ist z. B. das erste Differenzial der Fläche nicht grösser und nicht kleiner, 

als das R e c h t e c k  z w i s c h e n  der Ordinate und der willkärlichen Z u n a h m e  der AbScisse. 

Diess R e c k t e c k  ( d p )  kann nun auf den analytischen A u s d r u c k  gebracht w e r d e n ,  d p = Y d z ;  

und wird dieser A u s d r u c k  integrirt. 80 wird die gesuchte Fläche Selbst g e f u n d e n .  Es 

iSt p =  Y d x + C .  -- So wird klar, wie aus der b e k a n n t e n  C o o r d i n a t e n - G l e i c h u n g  und d e m  

D i f f e r e n z i a l  d g = - y d x ,  die F l ä c h e  Selbst, o d e r  wie aus der b e k a n n t e n  F l ä c h e ,  w o  also 

mit q auch das Differenzial dp bekannt ist, die G l e i c h u n g  z w i s c h e n  Y und ἃ; Selbst 

durch Integration b e s t i m m t  w e r d e n  könne. Ist diese bestimmt, 50. Sind auch die andern 

F u n c t i o n e n  der T a n g e n t e ,  der N o r m a l e ,  der E v o l u t e  u. 8. w. d u r c h  die F l ä c h e ,  u n d  

u m g e k e h r t  diese durch jene b e s t i m m b a r .  Dies gibt einen d u r c h g r e i f e n d e n  Parallelismus 

zZwischen a n a l y t i s c h e m  Calcul und g e o m e t r i s c h e r  Construction. 

G e o m e t r i s c h e  G r ö s g e n  k ö n n e n  nicht ohne g e o m e t r i s c h e  B e t r a c h t u n g e n  auf Glei- 

c h u n g e n  und analytische A u s d r ü c k e  g e b r a c h t  w e r d e n .  Es ist daher blosse Redensart, 

w e n n  gesagt wird, dass Regultate, wie der A u s d r u c k  des Differenzials der Fläche 

d p = y d z x  , ohne G e o m e t r i e ,  rein analytisch g e f u n d e n  w e r d e n .  Es ist z w a r  einleuch- 

tend, dass m a n  diese G l e i c h u n g  auch ohne Sichtbar v e r z e i c h n e t e  Figur herstellen 

kann, aber d a r u m  ist die Figur doch nicht innerlich, im G a n g e  des B e w e i s e s  entbehrt 

w o r d e n .  -- W ü r d e  Sich die ganze Z u n a h m e  der Fläche in der Reihe der einzelnen 

Differenzialien nicht in Solche F l ä c h e n  zerlegen, die unmitttelbar aus den Sie b e g r e n -  

z e n d e n  Linien b e s t i m m t  w e r d e n  k ö n n t e n ;  d. ἢ. w ü r d e n  diese Flächen nicht Sämmtilich 

von g e r a d e n  Linien b e g r e n z t ,  80 w ä r e  es nicht m ö g l i c h ,  a d ä q u a t e  G l e i c h u n g e n  der 

D i f f e r e n z i a l - A u s d r ü c k e  zu bilden;  und die g e g e n g e i t i g e  R e d u c t i o n  der C o o r d i n a t e n -  

G l e i c h u n g e n .  der Flächen, der B o g e n ,  der T a n g e n t e n  u, s. w. w ü r d e  nicht Stattfinden können. 
9 -
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Dies ist die erfolgreichste T h a l s a c h e  der Differenzirung., dass Sich alle k r u m m e  Linien 

in ihren Diſfferenzialien in g e r a d e  L i n i e n  ( o d e r  K r e i s b o g e n ) ,  u n d  alle F l ä c h e n  in 

E b e n e n ,  die von g e r a d e n  L i n i e n  ( o d e r  K r e i s b o g e n )  u m s c h l o s s e n  Sind, z e r l e g e n ,  80 

dass die analytischen G l e i c h u n g e n  dieser g e o m e t r i s c h e n  G r ö s g e n  auf's Leichteste be- 

Stimmt w e r d e n  können. | 

Mit derselben Leichtigkeit h ö n n e n  die a u f e i n a n d e r f o l g e n d e n  Differenzialien der 

S e c t o r e n ,  der R o t a t i o n s - O b e r f l ä c h e n  und der R o t a t i o n s - K ö r p e r  g e o m e t r i s c h  construirt 

und auch ihrer Grösse nach b e r e c h n e t  w e r d e n ,  Sie Sind Sämmtlich endliche, b e r e c h e n -  

bare und construirbare Grössen. Ich habe in der oben a n g e f ü h r t e n  Schrift in Bei- 

Spielen b e r e c h n e t ,  wie g r o s s  z. B. die D i f f e r e n z i a l i e n  der O r d i n a t e n  dy, d*Y, d 3 Y  u. s. Ww. 

Seien, w e n n  für x und dx b e s t i m m i e  endliche W e r t h e  gesetzt w e r d e n .  Die Sache 

δὲ ausserordentlich leich W i r d  z. B. Y * ? = p 3 x  gesetzt, d z = p ,  3 = p  g e n o m m e n  , 50 

iSt d 2 9 = - 5 0 -  Es ist auch nur g e s c h e h e n ,  damit D i e j e n i g e n ,  die in d e m  G l a u b e n  

an die unendliche Kleinheit der Differenzialien b e f a n g e n  Sind, durch g e o m e t r i s c h e  A n -  

S c h a u u n g  und durch analytische Z a h l e n - R e g u l t a t e  zur Wahrheit befreit w e r d e n  m ö c h t e n .  

In der g e g e n w ä r t i g e n  U n t e r s u c h u n g  w e r d e  ich den Ditferenzial-Calcul auf die 

F l ä c h e n  a n w e n d e n ,  und zu zeigen v e r s u c h e n ,  w e l c h e  w i r k l i c h e  G r ö s s e n  die bei den 

Flächen v o r k o m m e n d e n  totalen und p a r t i a l e n  Differenzialien und die von ihnen ab- 

h ä n g i g e n  Grössgen Seien, damit Sie mit A u g e n  g e s e h e n  und ihrer L a g e  und G r ö g s e  

nach construirt w e r d e n  können. Dabei w i e d e r h o l e  ich, dass der Differenzial-Calcul 

auf G e o m e t r i e  nur a n g e w e n d e t ,  nicht aber auf G e o m e t r i e  g e g r ü n d e t  wird. Es Sollen 

nur die analytischen Regultate des Differenzial-Caleuls in ihren A n w e n d u n g e n  auf G e o -  

m e t r i e  ( u n d  M e c h a n i k )  vor der Z u r ü c k s e t z u n g  auf u n e n d l i c h  kleine G r ö s g e n  b e w a h r t  

w e r d e n .  Sie w e r d e n  Ja bereits analytisSch als wirkliche, endliche G r ö s s e n  behandelt, 

und es wird wohl k a u m  m e h r  einen M a t h e m a t i k e r  von B e d e u t u n g  g e b e n ,  der die 

a n a l y t i s c h e n  F o r m e l n  des Diſferenzial-Calculs auf unendlich kleine G r ö s s e n  g r ü n d e n  

wollte, da L a  G r a n g e  in Seiner F u n c t i o n e n  - Theorie Schon lange auf d e m  rechten 

W e g e  der A u f f i n d u n g  der a n a l y t i s c h e n  Resultate des Differenzial-Calculs v o r a n g e g a n -  

gen ist. Sind aber die Diſferenzialien, analytisch betrachtet, endliche und beliebig 

grosse G r ö s g e n ,  80 müssgen Sie auch als g e o m e t r i s c h e  (und m e c h a n i s c h e )  G r ö g s e n  

e n d l i c h e  G r ö s g e n  Sein. Die S c h w i e r i g k e i t  wird nur  darin bestehen, nicht dass 516 

endliche G r ö s g e n  Seien, S o n d e r n  dass Sie als endliche G r ö s s e n  erkannt und n a c h g e -  

w i e g e n  w e r d e n .  W e i l  m a n  Sie nicht als Solche n a c h w e i s e n  k o n n t e ,  hat m a n  Sich unter 

den u n b e s t i m m t e n  Begriff der unendlich kleinen G r ö s g e n  geflüchtet, ein Begriff, der 

w e d e r  deutlich, n o c h  a n s c h a u l i c h  g e m a c h t  w e r d e n  kann, Ist m a n  aber im S t a n d e ,  die 

Diſfferenzialien als endliche g e o m e t r i s c h e  und m e c h a n i s c h e  G r ö s s e n  n a c h z ü w e i s e n ,  80 

hat m a n  allerdings auch für die analytischen P r o b l e m e  neue A n h a l t s p u n k t e ,  da in jeder 

W i s s e n s c h a f t  ein F o r t s c h r i l t  in d e m  einen Z w e i g e  a u c h  e i n e n  F o r t s c h r i t t  in den a n d e r n  

Z w e i g e n  b e w i r k e n  oder veranlassen m u s s ;  es Sind z w e i f a c h e  E l e m e n t e  für die Auf- 

ſasSsung und L ö S u n g  der g e o m e t r i s c h e n  F r a g e n  an  die H a n d  g e g e b e n ,  w o d u r c h  das 

V e r s t ä n d n i s s  der P r o b l e m e  nicht bloss um das D o p p e l t e ,  S o n d e r n  um das Vielfache 

erleichtert und verbessert wird. |
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I E ,  

Differenzialien der C o o r d i n a t e n  der Plächen. 

1. Die e r s t e n  D i f f e r e n z i a l i e n .  

L e h r s a t z .  Es Sei a ein Punkt einer g e g e b e n e n  Ζ 

Fläche. W i r d  diese Fläche durch eine mit der C o o r -  

d i n a t e n - E b e n e  X Z  parallele E b e n e  durchschnitten, 50 

giebt Sie als Durchschnittslinie eine ebene C u r v e  aß, 

und asf Sei die T a n g e n t e  dieser Curve im Punkte a. 

W i r d  die Fläche durch eine mit der C o o r d i n a t e n - E b e n e  

V Z  parallele E b e n e  durchschnitten, 80 giebt gie als 

Durchschnittslinie eine e b e n e  C u r v e  ak, und arg Sei 

die T a n g e n t e  dieser Curve im P u n k t e  a. 

W e n n  die willkürlichen Z u n a h m e n  dx und dy 

einzeln gleich ab und ac g e n o m m e n ,  und in der E b e n e  

tab die Linie ὧς S e n k r e c h t  auf ὦ, in der E b e n e  r a c  

die Linie rc Senkrecht auf c g e z o g e n  w e r d e n ,  80 Sind 

ὃς und cr die V e r l ä n g e r u n g e n  der Ordinate 2 bis zu 

ihren j e d e s m a l i g e n  T a n g e n t e n ,  also ( w i e  aus den e b e -  

  

  

  
nen C u r v e n  b e k a n n t  ist) die ersten Differenzialien der X 

O r d i n a t e n  2, oder b8==d2z. ἊΝ ἥ ν  auf x), c€r==d2zy (in B e z i e h u n g  auf 9), oder 

dz 
ῥ η τ ά  =  (dz; z d  Ω Σ  W e n n  ferner die R e c h t e c k e  b a c n  und S a r m  in 

den E b e n e n  α ς  u n d  S a r  g e b i l d e t ,  u n d  die P u n k t e  zm und 12 d u r c h  eine G e r a d e  v e r -  

b u n d e n  w e r d e n ,  So Steht die g e r a d e  Linie m z  S e n k r e c h t  auf der E b e n e  b a c n ,  w e l c h e  

mit der C o o r d m a t e n - E b e n e  X Y  parallel ist, und die Linie m z  ist das ganze erste 

Differenzial von 2% in B e z i e h u n g  auf x u n d  auf Y, oder m n  == ds = ἀς + ἀξ == 
x Υ 

τ α ῖ ν  ἀ ρ  Ν Y = d b s + c r .  =  E n d l i c h  ἰδὲ die d u r c h  die b e i d e n  T a n g e n t e n  as u n d  ar 

gelegte E b e n ,  von der das R e c h t e c k  8 a r m  ein Theil ist, die t a n g i r e n d e  E b e n e  der 

Fläche im P u n k t e  a, ἃ. ἢ, die E b e n e  8Sarm hat mit der g e g e b e n e n  Fläche den Punkt 

(x, Y, 2) oder a g e m e i n s c h a f t l i c h ,  und es kann z w i s c h e n  ihr und der g e g e b e n e n  

Fläche im P u n k t e  a keine a n d e r e  E b e n e  gelegt w e r d e n ,  die in beliebig nahen Ent- 

f e r n u n g e n  v o m  P u n k t e  a näher an der g e g e b e n e n  Fläche läge, als die E b e n e  8 a r m  

Selbst» Diese Sätze w e r d e n  der Reihe nach einzeln b e w i e s e n .  

1) Die Linie 6s ist das partielle Differenzial von 2 in B e z u g  anf x. 

B e w e i s .  Die C u r v e  ah hat zu ihren C o o r d i n a t e n  die Linien x und 2. D e n n  da 

die E b e n e  Ahab parallel mit X Z ,  also Senkrecht auf Y  g e z o g e n  ist, 50 Sind für alle 

Punkte dieser Curve die C o o r d i n a t e n  9 constante Grössen. N u n  ist aus der Theorie 

der e b e n e n  C u r v e n  b e k a n n t ,  dass die V e r l ä n g e r u n g  zur T a n g e n t e  oder 68 das erste 

D i f f e r e n z i a l  der O r d i n a t e  2 ist. W i r d  d a h e r  2 a l s F u n c t i o n  v o n  3% u n d  9; 2 = f ( x , 4 )  

2 *



12 

g e n o m m e n ,  und 4 als constante Grösse αὶ bebandelt, 50. ist d2 = 0 6 s .  Bei partiellen 
y = K )  

D i f f e r e n z i r u n g e n  wird aber a u c h  Y/ als conslant g e n o m m e n ,  w e n n  bloss noch 3x diffe- 

renzirt w i r d ;  es ist d a h e r  d 2 z = d z ,  o d e r  d 2 z = b s .  -- G a n z  auf d i e s e l b e  Art w i r d  be- 
X ( 9 2 x )  Xx 

w i e g e n ,  dass 1 c = d z  Sei, 
Y 

2) Die Linie m n  Steht S e n k r e c h t  auf der E b e n e  b a c ,  w e l c h e  E b e n e  mit X Y  

parallel ist. D e n n  gleiche und parallele Linien im R a u m e  h a b e n  gleiche und parallele 

Projectionen. Da nun ar und 8 m  gleich und parallel Sind, und ac die Projection von 

ar ist, 80 muss die Projection von 872 gleich 6z Sein. D e n n  die S e n k r e c h t e  v o m  

A n f a n g s p u n k t  8 auf die E b e n e  b a c n  trifft auf 6, und da durch 5 nur eine Linie ὅλ) 

mit ac parallel g e z o g e n  w e r d e n  kann, 50 ist b u = a c  die Projection von 85m. Da ἢ 

der E n d p u n k t  der Projection e n t s p r e c h e n d  dem E n d p u n k t e  der Linie 87m ist. 80 ist 2222} eine 

projicirende Gerade, also S e n k r e c h t  auf b a c .  

3) Die Linie m z  ist das totale D i f f e r e n z i a l  von Z. 

B e w e i s .  Da m n = = 7 p - | - p m = = b 8 - i - c r ;  und: Ds F e r = = d 2  d z ,  S0 S L M  AI F A R  d ,  

was zu b e w e i s e n  war. 

 Z u z a t z ,  Ist a der Punkt x. 9, 2, 80 ist 6 der Punkt ( x + 4 d s z ,  ψ, 2), c der 

Punkt (ὦ, Y + 4 d y ,  2), 7 der Punkt ( τ ά ν ,  Y + 4 d y ,  2). Wird daher im Punkte 1 
( σ τ  τις, y Y + 4 y ,  2) eine Linie m n  Senkrecht errichtet, und 80 weit verlängert, bis 

Sie die l a n g i r e n d e  E b e n e  im P u n k t e  m  Schneidet, 80 ist diese Linie m n ,  die V e r l ä n g e -  

rung zur t a n g i r e n d e n  E b e n e ,  gleich dz, 80 gross oder 50 klein auch dx und dy ge- 

n o m m e n  w e r d e n  m ö g e n .  Der Punct ὃ, in w e l c h e m  die Linie m n  die g e g e b e n e  Fläche 

d u r c h s c h n e i d e t ,  ἰδὲ der Punkt( x4+4dx, Y + 4 4 Y ,  2 4 4 2 ) ,  und der Punkt m  Selbst ist 

der Punkt ( τ ά ν ,  Y + 4 d y ,  “«--45}. 

4) Die G l e i c h u n g  der durch die beiden T a n g e n t e n  fa und qa gelegien E b e n e  

taq wird auf folgende Art g e f u n d e n :  

Es Sei: AS + B r + C E - K  («) 

die G l e i c h u n g  dieser E b e n e ;  &, ἡ, € Seien ihre C o o r d i n a t e n .  Da diese E b e n e  durch 

die drei Punkte a, 8, 7, oder durch die Punkte (3, Y, 2), ( τ ά ς ,  Y, 2 + 4 2 ) ,  

(x, y + 4 y ,  24 d z )  geht, 80 gelten auch die G l e i c h u n g e n :  

| 4Axr-4-By+C2z=K (1) 
4 ( X x + 4 d x ) + B y + C ( 2 + 4 d 2  ) = K  (11.) 

4 x + B ( y + 4 y ) + C ( 2 + d z ) = K  (m) 
| d z  

C C  ds 
B  d z  

Die G l e i c h u n g e n  (1) und (IIL) g e b e n :  B d y + C d z = 0  a r  

Die Gleichungen (1) und (II) geben A d x + C a 2 z = 0  

Ist nun 1 = = 0  die C o o r d i n a t e n  - G l e i c h u n g  einer Fläche , S0 gelten die G l e i c h u n g e n :  

π α ν .  ἦν Ἂς 2=0 d y  + üfda=0.
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E s  ist a b e r  

d u  das. 

ws ds um 
dax ZF “ μ ᾿  W s  y ἄ μ ’  

ἃς ἀφ 
folglich auch 

d e  B  Ε Π  

4  |dzi B ἀ μ  

ö  Ε Ἰ  &  [ ἀ μ  

ὧ ς  

  

Da nun die G l e i c h u n g e n  (α}) und (1.2 die eine G l e i c h u n g  

Α  B , 
ο ὐ  D T F E O  T D H  0 

geben, 50 ist die Ἰ Ό Ν  der t a n g i r e n d e n  E b e n e  ἕαφ f o l g e n d e  : 

du| [de =  d u  ΝΕ | 
7 x  I I + ,  dy Y D  Z E - D = 0 :  

5. W i r d  die E b e n e  a b e n ,  die s e n k r e c h t  auf Z  Steht, v e r l ä n g e r t ,  bis gie die F l ä c h e  

in der C u r v e  al d u r c h s c h n e i d e t ,  50 liegt die T a n g e n t e  av dieser C u r v e  ebenfalls in 

der E b e n e  tag oder in ihrer Y e r l ä n g e r u n g .  

B e w e i s .  Ein Punkt dieser T a n g e n t e  ist der Punkt ( x + d z x .  Y + 4 d y ,  2). W e n n  

  

daher die G l e i c h u n g  

ai d u  di 
“ α ς  γ ε  ἢ J 9 - D + i E  " ( α π ο  

50 u m g e f o r m t  w e r d e n  kann, dass der Punkt (x-4-dz, Y - + d y ,  2) in ihr liegt, 50 liegt 

die g a n z e  T a n g e n t e  av in ihr, da jener Punkt w e g e n  der willkürlichen Grösse von 

d x  unzählig viele Punkte" der T a n g e n t e  darstellt- 

W i r d  obige G l e i c h u n g  der E b e n e  tag in folgende u m g e f o r m t :  

du; :  

d z  ις d E  | 

  

80 w i r d  516: 

dy dy 
m .  ξ - - 7  F  p o  5 0 5  8) „(2 ς ) - Γ ( ψ - - ) Ξ Ξ 0  

D a r a u s  folgt. dass 

4 a  “ ἡ  u n d  o o ,  

B  a s x ?  Β ΄  d z  

und dass die beiden G l e i c h u n g e n  Stattfinden : 

4 A d x + - B d y = 0 ,  C d z 4 + B d y = 0  

Diese G l e i c h u n g e n  in V e r b i n d u n g  mit der G l e i c h u n g  (1.2) g e b e n :
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A (  x + d x ) + B (  Y - d n + z = K  (m) 

A x  + B y + d y ) + ( 2 + d z ) = K  (n) 

Die G l e i c h u n g  (m) zeigt nun, dass der Punkt ( x + 4 d x ,  τ ἀ ν .  2) in der E b e n e  taq 

oder in ihrer V e r l ä n g e r u n g  liegt, w a s  zu b e w e i s e n  war. 

Z u s a t z .  In der E b e n e  faq liegen also die drei T a n g e n t e n  der e b e n e n  D u r c h -  

Schnittscurven ah. ak und al; und durch w e l c h e  zwei dieser T a n g e n t e n  die E b e n e  

b e s t i m m t  w e r d e n  m ö g e ,  es erfolgt i m m e r  dieselbe Ebene. 

6) Diese E b e n e  ist die tangirende E b e n e  der Fläche im P u n k t e  a. 

B e w e i s .  Gesgetzt, eine andere E b e n e  FE habe die E i g e n s c h a f t ,  tangirende E b e n e  

der Fläche zu Sein, 50 wird in dieser E b e n e  E  nur eine der g e f u n d e n e n  T a n g e n t e n ,  

Ζ. B. at, liegen können. D e n n  lägen zwei T a n g e n t e n  in ihr, 80 w ü r d e  die a n g e n o m -  

m e n e  E b e n e  17 mit der t a n g i r e n d e n  E b e n e ,  mit der Sie zwei g e r a d e  Linien g e m e i n  

Schaftlich hätte, Selbst z u s a m m e n f a l l e n ,  Die D u r c h s c h n i t t e  dieser E b e n e  mit den E b e n e n  

rac und vab m ü s s t e n  also von den T a n g e n t e n  ar und av v e r s c h i e d e n  Sein. W ä r e n  

diese Linien näher an den C u r v e n  ak und al, 50 w ä r e n  Sie beliebig nahe bei a, an 

den C u r v e n  näher, als die T a n g e n t e n ,  was nach der Theorie der e b e n e n  C u r v e n  un- 

möglich ist. Sie Sind also entfernter, als die T a n g e n t e n .  D a r a u s  folgt, dass die E b e n e  

FE Seibst von der Fläche im P u n k t e  a entfernter Sei, als die E b e n e  tag, da die C u r v e n  

ak und al in der g e g e b e n e n  Fläche liegen. Es kann daher keine andere Ebene gedacht 

w e r d e n ,  die z w i s c h e n  der Fläche und der E b e n e  faq g e z o g e n  w e r d e n  könnte. Diese 

E b e n e  ἰδὲ also Selbst die tangirende E b e n e ,  und die g e f u n d e n e  G l e i c h u n g  : 

| Ϊ c a p ,  

T o D  ᾧττην ας (οττῶλττῦ 
ἰδὲ die G l e i c h u n g  der t a n g i r e n d e n  Ebene. 

  

Z u s a t z  1. Es ist einleuchtend, dass m a n  dieselben Resultate erlangen w ü r d e ,  

w e n n  m a n ,  Statt 5 als Function von x und Y zu n e h m e n ,  3% als Function von Y und 

Z. oder Y als Function von x und 2 n e h m e n  w ü r d e .  Je zwei C o o r d i n a t e n  haben 

willkürliche Z u n a h m e n  ; w e n n  aber diese g e w ä h l t  oder. beliebig gross g e n o m m e n  gind, 

50 ist die Z u n a h m e  der dritten C o o r d i n a t e  veränderlich, und zerlegt Sich in die 

Reihe der Differenzialien. Ihre g a n z e  Z u n a h m e  ist die Y e r l ä n g e r u n g  der Ordinate, 

Zz. B. 2, bis Sie die F l ä c h e  d u r c h s c h n e i d e t ;  das erste Glied dieser Z u n a h m e  a b e r  ἰδὲ 

ihre V e r l ä n g e r u n g ,  bis Sie die t a n g i r e n d e  E b e n e  durchschneidet, =- A u s s e r  der geo- 

m e t r i s c h e n  H e d e u t u n g  des g a n z e n  e r s t e n  Differenzials haben Sich auch die g e o m e t r i -  

Schen B e d e u t u n g e n  und Grössgen der partiellen ersten D i ſ f e r e n z i a l i e n  der .Ordinaten 

herausgestellt, 

Z u s a t z  2. Die Sätze, in d e n e n  die D i f f e r e n z i a l i e n  der C o o r d i n a t e n  der F l ä c h e n  

der Reihe nach b e w i e s e n  w e r d e n ,  gelten allgemein, 50 lange die Flächen allseitig continuirlich 

bleiben, wie diess bei a l l g e m e i n e n  B e w e i s e n  ü b e r h a u p t  v o r a u s g e s e t z t  wird. Die U n t e r “  

S u c h u n g e n  über die gingulären Punkte der Flächen m ü s s e n ,  wie Sich von Selbst ver- 

Steht, auch b e s o n d e r s  g e f ü h r t  w e r d e n ,
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2. D i e  z w e i t e n  D i f f e r e n z i a l i e n  der C o o r d i n a t e n  der F l ä c h e n .  

U m  das zweite Differenzial der C o o r d i n a t e n  eimer Fläche g e o m e t r i s c h  bestim- 
m e n  zu k ö n n e n ,  m ü s s e n  wir eine Solche Fläche als b e s t i m m e n d e  wählen, d e r e n  g a n z e  

Z u n a h m e  d u r c h  die b e i d e n  ersten D i f f e r e n z i a l i e n  v o l l s t ä n d i g  g e g e b e n  ist. Diese 

Fläche ist, w e n n  Ζ. B. 2 als Function von x und Μ̓  g e n o m m e n  wird, allgemein [0]- 

g e n d e  : 

2 0 8 2 4  + 0 2  4 2 9  a  : 
D e n n  w e r d e n  3x und Y' als u n a b h ä n g i g e  V e r ä n d e r l i c h e  g e n o m m e n ,  50 dass dx und 

dy constant Sind, 50 ἰδ: 

I 2 / - = d z  + 5 0  ?5/ 

eine endliche Reihe, da alle f o l g e n d e n  Differenzialien von 2" gleich Null w e r d e n .  

Es finden v e  folgende G l e i c h u n g e n  Statt: 

  

d =  d a t  μαι ἀψ'--(β- 28". 419) de - + ( 4 7 2 4 2 1  dy 
2 " a  4  

ἀ ν ε  τ  Ζ d u  | g d e  χ N E E  π α ν  4  Ξ ε δ δ ά χ " - Ἐ  Z z d x ' d y '  + 2 3 d y .  

    

Da nun 2 2  als die V e r l ä n g e r u n g  der Ordinate 5 an die Fläche (IL), und d z  

als die V e r l ä n g e r u n g  der Ordinate an die tangirende E b e n e  bekannt ist, 80 ist auch 

die Grösse d e g  bekannt; Sie ist die Differenz der V e r l ä n g e r u n g e n  von ΖΦ an die tan- 

girende Fläche zweiter O r d n u n g  und an die tangirende Ebene. 

Seien nun die C o o r d i n a t e n  der g e g e b e n e n  Fläche x, 9, 2. W e r d e n  

P X ,  Y Y S  2 2  ἀχ:ξεαχ", d y = d y ' ,  d a z = d z  
und 

& z  α ὖ  d z !  d z  d z "  d z  
dz? d z ?  ἀ χ ά μ  dzdy? ἀμ’ d y ?  

g e n o m m e n ,  50 Sind die z w e i t e n  Differenzialien von 2 durch die zweiten Differenzialien 

von Z' bestimint. Es gind also die zweiten Differenzialien der C o o r d i n a t e n  jeder 

Fläche durch die z w e i t e n  Differenzialien der C o o r d i n a t e n  der t a n g i r e n d e n  Fläche zweiter 

O r d n u n g  (IL) construirbar, wie die obigen G l e i c h u n g e n  zeigen. W i r d  daher z u m  g e g e b e n e n  

P u n k t e  einer F l ä c h e  (x, Y, 2) die t a n g i r e n d e  F l ä c h e  z w e i t e r  O r d n u n g  c o n s t r u i r t ,  50 

ἰδὲ das ganze zweite Glied der Z u n a h m e  von Ζ, die V e r l ä n g e r u n g  v o n  2 von d e m  Punkte 

C x + 4 % ,  Y + 4 4 Y ,  2 + 4 d 2 )  bis zu ihrem D u r c h s c h n i t t e  mit jener Fläche; das zweite Differenzial 

ist daher die doppelte Differenz z w i s c h e n  den V e r l ä n g e r u n g e n  zur t a n g i r e n d e n  E b e n e  

und zur t a n g i r e n d e n  Fläche zweiter O r d n u n g ,  -- D a s s  ':aber eine Solche t a n g i r e n d e  

Fläche zweiter O r d n u n g  jederzeit construirt w e r d e n  könne, geht daraus hervor, dass die 

S e c h s  C o n s t a n t e n ,  die Sie enthält, d u r c h “  die Sechs G l e i c h u n g e n  b e s t i m m t  w e r d e n  k ö n n e n :  

  

dz? d z "  . 1d*z 

ds des δ drt 
ἀ ξ  d z  d z  

I X  d z d y  d z d y  π΄ ἀ ν
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d z  d z  , . 1dz 

w m  2  
dz ἀ π '  „ a z  d z  d 2 .  

d s  dz d s  δ 2 0 0 4 4 ,  8 =  “ d z  dzxd a y “  d z :  “ 

i E  dz! d z  -  d z  

dz d'z 
o z m u h r t 7 g  ö r t  2  F I E N E  de? ΤῊΝ ρ α ν  τα “Μ' 

W e r d e n  diese W e r t h e  in die G l e i c h u n g  (ML) Substituirt, 80 erhält m a n  die G l e i c h u n g  

der t a n g i r e n d e n  Fläche zweiter ν ὰ  

dz  dz d ? 2  7 ( Ξ  d?3 d z  “ ) υ  
(--“--Y . » . . .  . - - -  u n n d  m m e  

- = ( 2  d a “  F R E E  7  + 2  ἐ ῶ ν  Ν Σ  79:9 Ἵ ν  Τ Ὴ Ν  ( μ ὰ ν  τ ώ )  Ὁ 
ἀξ d z  d z ,  1 4 % ,  γ' 1 d?2 

τ ί  ἀ ρ  d z )  τ ς  ἀρ: Τ Ὴ Σ  τ  ἄ γ "  
Z u s a t z  1. Aus d e m  V o r h e r g e h e n d e n  leuchtet ein, dass die t a n g i r e n d e  Fläche 

zweiter O r d n u n g  mit der g e g e b e n e n  Fläche gleiche L a g e  der C o o r d i n a t e n  und gleiche 

A n f a n g s p u n k t e  habe. A u c h  ist beiden Flächen die t a n g i r e n d e  E b e n e  (tangirende Fläche 

erster O r d n u n g )  gemeinschaftlich, 

Z u s a t z  2. W ü r d e  Statt der Coordinate 7 eine andere Coordinate, 3%, als Function 

der beiden ü b r i g e n  C o o r d i n a t e n  9 und 2, oder 4 als Function der beiden übrigen 

C o o r d i n a t e n  xX und 2 g e n o m m e n ,  80 w ü r d e  die tangirende Fläche zweiter O r d n u n g  

auf dieselbe Art g e f u n d e n ,  wie gie für 2=f( (x, Y) g e f u n d e n  w u r d e .  D e n n  die tan- 

girende Fläche zweiter O r d n u n g  ist, wie die tangirende E b e n e ,  u n a b h ä n g i g  von der 

V e r ä n d e r l i c h k e i t  der e i n z e l n e n  C o o r d i n a t e n ;  Sie bleibt d i e s e l b e  F l ä c h e ,  w e l c h e  C o o r d i n a t e  

auch als Function der beiden übrigen g e n o m m e n  w e r d e n  m ö g e ,  

Z u s a t z  3. Das ganze zweite Differenzial einer Ordinate der Fläche ist also der 

Theil der v e r l ä n g e r t e n  Ordinate, der z w i c h e n  der t a n g i r e n d e n  Fläche erster und 

zweiter O r d n u n g  liegt, multiplicirt mit zwei. Die g e o m e t r i s c h e  Construction des gan- 

zen zweiten Differenzials einer Ordinate hat also keine weitere S A w i e r k g  ko. Will 

1 4 2 ]  
m a n  die partiellen Differenzialien zweiter O r d n u n g  construiren, 50. 151 14: 2 - 7  Μ Ε  ἂ ς  μι ἀ ν "  

ἄ ν .  N u n  iSt     + |  |  o d y  ἀ ρ ά ν  ες 6  U E  ἂς d a  die V e r l ä n g e r u n g  zur t a n g i r e n d e n  Pa- 

rabel z w e i t e r  O r d n u n g  in d e m  Parallelschnitt S e n k r e c h t  auf der A x e  Y. E b e n  S0 ἰδὲ 

1 4  Σ 

2 ἀ μ  
Schnitt S e n k r e c h t  auf die A x e  X .  B e i d e  D i f f e r e n z i a l i e n  k ö n n e n  also n a c h  der T h e o r i e  

ebener C u r v e n  ohne S c h w i e r i g k e i t  g e o m e t r i s c h  construirt w e r d e n ,  Legt m a n  nun 

  

  

" ἀ μ "  die V e r l ä n g e r u n g  zur t a n g i r e n d e n  Parabel zweiter O r d n u n g  in d e m  Parallel- 

π α ν ,  und durch 

  

durch den E n d p u n k t  von i d ,  durch den E n d p u n k t  von Σ Ω ͂ Ν  

. 1 .  . . 
den P u n k t  (3, Ψ, 2) eine E b e n e ,  50 ist der Theil v o n  5 V Z ,  der z w i s c h e n  d i e s e r
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  E b e n e  und der t a n g i r e n d e n  E b e n e  erster O r d n u n g  liegt, gleich ( 7  E M  I R E  ἀ μ " ) .  

. 1 .  , . . 
Und der Theil von 5 4  Z, der z w i s c h e n  jener E b e n e  und z w i s c h e n  der t a n g i r e n d e n  

2 2er, ; 

Fläche zweiter O r d n u n g  liegt, ist ( 3  d g l  d z  > l d ) .  also gleich | μ ὰ ν  

  

  
α.χ,"--- 

      

2 ἀχ" ἀχάμ, 
80 dass 4150 auch diess partielle Differenzial ohne S c h w i e r i g k e i t  g e o m e t r i s c h  construirt 

w e r d e n  kann. 

Auf dieselbe Art w e r d e n  die dritten und h ö h e r e n  Differenzialien der Ordinate 2 

analytisSch und g e o m e t r i s c h  b e s t i m m t ,  w e n n  die t a n g i r e n d e n  Flächen dritter und vier- 

ter O r d n u n g  von den G l e i c h u n g e n :  

ZUZSABEFY F L  I U U D Y  F V  Y I  0 2 3 4 0 2 2 9 )  τ α ν  - τως"; 
Z Z  A B E  Y K  2 - 0  P S P  2 2  Y e  F r  X Y  P F  Y *  

ι. S. W. b e s t i m m t  w e r d e n ,  -- W i r  w e r d e n  von diesen a l l g e m e i n e n  U n t e r s u c h u n g e n  

zur n ä h e r e n  B e s t i m m u n g  der t a n g i r e n d e n  Flächen Z w e i t e r  O r d n u n g  ü b e r g e h e n .  

I E E .  

Veber die unterscheidenden Eigenschaften der tangirenden Flächen zweiter 

Ordnung. 

Die G l e i c h u n g  der t a n g i r e n d e n  Fläche zweiter O r d n u n g  ist, w e n n  die Ordinate Z 

als F u n c t i o n  von Xx und Y g e n o m m e n  wird: 

Z = > + ß e F r y y  r i ?  +z2y+iy92. 
U m  diese G l e i c h u n g  zu vereinfachen, v e r ä n d e r t  m a n  die A x e  von 3 in der E b e n e  X Y  

um den W i n k e l  qp, i n d e m  m a n  neue C o o r d i n a t e n  nimmt, und 

X Z = X / 0 0 8 . P - - Y ' S I n . P  , Y = X / S i n .  P-+HY/c05.P , 

Setzt. 

Substituirt m a n  diese W e r t h e  in obige Gleichung, 80 erhält m a n :  

2 = = a - + ( 8 c 0 8 . p - + y s i n . p ) 2 x ' / 4 + ( y c o s . p = - B 5 i n . p ) y ' + ( 0 0 0 8 . ? p - F z C 0 8 . p S I N n . p I - L S I N p ) 2  +  

-+(23Sin,. P C 0 S . p - = * [ S I n . ? p = - C 0 8 . ? p ] - - 2 0 0 0 8 . p S i n . p ) 2 / Y '  +  

- + ( 8 8 i n . ? p - - x S i n . p c o s . p 4 + 4 1 0 0 8 . 2 P ) Y 2  

B e s t i m m t  m a n  den W e r t h  von ᾧ in der Art, dass das Glied von ἀ μ ’  wegfällt, 

50 wird 
9 ) .  S i n . ? p - - c o s . " p  6 0 8 . 2  - bA 

= = = -  » und: - - - - - - - ἰ δ η σ ι ῳ .  
Ä Sin. PC08S.P λ - - ὖ  

  

S 8 i n . 2 p  

ein A u s d r u c k ,  der i m m e r  einen reellen W e r t h  von q giebt, 80 dass es i m m e r  möglich 

ist, das Glied mit 3x'Y9' v e r s c h w i n d e n  zu m a c h e n .  

Bezeichnet man die Coefficienten von x, Y', αἰ, Y'? mit B, C, D, K, 80 er- 

hält m a n  

2 z = > + B x ' + C x ' y ' + D x * + K y .
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In dieser G l e i c h u n g  Sind drei Fälle zu u n t e r s c h e i d e n :  

1) Die b e i d e n  C o e f f i c i e n t e n  ἢ) und K  Sind v o n  Null v e r s c h i c d e n ,  

2) Einer dieser Coefficienten ist gleich Null. 

3) Die beiden Coefficienten Sind gleich Null. 

ad 1) Sind die b e i d e n  C o e f f i c i e n t e n  ἢ) und Κ  von Null v e r s c h i e d e n ,  80 v e r ä n d e r t  

m a n ,  u m  die G l e i c h u n g  zu v e r e i n f a c h e n ,  den A n f a n g s p u n k t  der C o o r d i n a t e n  in der 

E b e n e  x'Y', i n d e m  m a n  x ' = 2 % + a ,  Y ' = Y 4 b  Setzt, und m a n  erhält: 

2-=( a - + - B a + 4 - C b + - D a ? 4 - K d b *  ) J 4 ( C B - + 2 D a ) z x  " 4  ( C 4 - 2 K 6 ) Y 9 y " + D x ? 4 +  K y .  

3estimmt m a n  die willkürlichen G r ö s g e n  ὦ und ὦ 80, dass a = -  E N  b = = - -  -  wird, 

S0 fallen die Glieder mit 3x“ und 9/“ aus, und m a n  erhält, w e n n  die S u m m e  der C o n -  

Stanten gleich S gesetzt wird: 

2 = S + D z x ? 4 K Y y " * ,  

Setzt m a n  2 = = 2 / - H S ,  i n d e m  m a n  den A n f a n g s p u n k t  der Coordinate 2 verändert, S0 er- 

hält m a n  die einfache G l e i c h u n g :  
2 ' = D x ? + K y ' * ,  

w e l c h e  zwei v e r s c h i e d e n e  G l e i c h u n g e n  giebt, je n a c h d e m  die Coefticienten D und [αὶ 

gleiche oder v e r s c h i e d e n e  Z e i c h e n  haben; 80 dass die G l e i c h u n g e n  Stattfinden: 
2 ' = D z x " 4 + K y ' “ ,  2 ' = D z " " - - K y ' “ .  

ad 2) [δὲ einer der Coefficienten D, K  gleich Null, 80 Sei D = 0 ,  und die frühere 

G l e i c h u n g  geht in folgende über: 

= > + B z ' 4 + C y ' 4 + K y “ .  

Schafft m a n  das Glied mit ψ' weg, indem m a n  9 ' = 9 4 - b  und ὑΞ:--- ΒΕ" Setzt. 50 er- 

hält m a n :  

2 = = ( a - + C 0 - + K b ) + B x ' + K y ' “ .  

Und wird 2 = 2 ' 4 - ( a 4 + C b - H K b + )  gesetzt, 80 folgt: 2 ' = B x ' + K y “ .  

ad 3) Sind die beiden Coefficienten B und K  gleich Null, 50 geht die G l e i c h u n g  

in folgende über: 

- 2 = a - + B z ' - + O y ' .  

w e l c h e s  die G l e i c h u n g  einer E b e n e  ist. 

  

Die t a n g i r e n d e  Fläche zweiter O r d n u n g  

Z z = a + B 2 r + y y  + x  -Ἐκον- λ υ  
kann daher vier v e r s c h i e d e n e  Gestalten a n n e h m e n ,  deren G l e i c h u n g e n  folgende Sind: 

Ζ Ξ Ξ Ρ α  Ἐ Κ , "  (a) 

2“ = D z x “ - - K y ' “ *  6 .  

2 ' = B x ' 4 + K y “  ΟΝ 6 1 . )  

2 ' = B x ' - + C y '  (aV.)
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1) Die G l e i c h u n g  (1.), in der ἢ  u n d  K  einerlei Z e i c h e n  h a b e n ,  giebt eine F l ä c h e ,  

deren Gestalt aus einigen Parallelschnitten leicht erkannt wird. | 

W i r d  gie durch eine auf der O r d i n a t e  2 Senkrechte E b e n e  durchschnitten, 50. ἰδὲ die 

D u r c h s c h n i t t s c u r v e  eine Eillipse, weil 2' constant wird. Diese Fläche wird daher in 

allen auf die O r d i n a t e  2 Senkrechten D u r c h s c h n i t t e n  in Ellipsen (in Kreisen, w e n n  D < K )  

durchschnitten. 

D u r c h s c h n i t t e  h i n g e g e n ,  die auf 3 “  oder Y'' Senkrecht Sind, g e b e n  A p o l l o n i s c h e  

Parabeln zu D u r c h s c h n i t t s  - Curven, Beide Parabeln Sind c o n g r u e n t ,  w e n n  D K .  

Die F l ä c h e  (1.) ἰδὲ d a h e r  ein ellipftisches P a r a b e l o i d ,  u n d  g e h t  für D = K  in ein 

R o t a t i o n s - P a r a b o l o i d  über, w o d u r c h  die Gestalt der Fläche (1.} hinlänglich charakteri- 

Sirt iSt. 

2) Die G l e i c h u n g  (IL), in w e l c h e r  die C o e f f i c i e n t e n  D  u n d  XK v e r s c h i e d e n e  Z e i -  

chen h a b e n ,  giebt eine Fläche von f o l g e n d e r  G e s t a l t  : W i r d  gie durch eine auf die 

O r d i n a t e  2 Senkrechte E b e n e  durchschnitten, 50 ist die D u r c h s c h n i t t s - C u r v e  eine H y p e r b e l ,  

und alle auf 2 S e n k r e c h t e n  D u r c h s c h n i t t e  g e b e n  H y p e r b e l n ,  weil 2 ' = M  constant wird, 

und K = D z ? -  K y ?  die G l e i c h u n g  einer H y p e r b e l  ist. H i n g e g e n  g e b e n  alle auf 3“ 

oder 4  S e n k r e c h t e n  D u r c h s c h n i t t e  A p o l l o n i s c h e  Parabeln. 

Die Fläche (IL) ἰδὲ daher ein H y p e r b o l i s c h e s  P a r a b o l o i d ,  

3) Die F l ä c h e  (IIL) hat f o l g e n d e  Gestalt: Ist 2  c o n s t a n t ,  w e r d e n  also die D u r c h -  

Schnitte auf die Ordinate ΖΦ Senkrecht geführt, 50 giebt die G l e i c h u n g  2 ' = B x ' 4 + K Y ' *  

eine A p o l l o n i s c h e  Parabel. δὲ x“ constant, Sind die D u r c h s c h n i l t e  auf x  Senkrecht, 

S0 giebt jene G l e i c h u n g  w i e d e r  eine A p o l l o n i s c h e  Parabel; ist endlich 9/“ constant. 

also K Y ' ' * = - 4 A ,  oder w e r d e n  die D u r c h s c h n i t t e  auf 9/“' Senkrecht geführt, 50 giebt 

jene G l e i c h u n g  eine g e r a d e  Linie; u n d  alle auf Y9/“ S e n k r e c h t e n  D u r c h s c h n i t t e  g e b e n  

gerade Linien, die unter Sich parallel Sind, da die Coefficienten von 2' und 3x“ in 

der G l e i c h i n g  2 ' < = B x ' + A 4 A  constant. und von d e m  j e d e s m a l i g e n  W e r t h e  Y“ unab- 

bängig Sind. Diess ist die Eigenschaft der cylindrischen Flächen. Die Fläche (IH) 

ist daher ein p a r a b o l i s c h e r  C y l i n d e r .  Der b e s o n d e r e  Fall, dass in der Gleichung 

(111.) der Coefficient B = 0  wird, w o d u r c h  2 ' = K Y ' *  wird, ändert nichts in der Gestalt 

dieser F l ä c h e  ; die eylindrische Seitenfläche wird nur mit der A x e  3X“ parallel, 

4) Die G l e i c h u n g  (IV.) 2 ' = B a ' + C y '  ist endlich die G l e i c h u n g  einer E b e n e .  -- 

Die tangirende Fläche zweiter O r d n u n g  geht nur für E b e n e n  w i e d e r  in eine E b e n e  

über, weil nur für die E b e n e  die Glieder δ α ,  χ α  und λμ" der G l e i c h u n g :  

Z z = > - F 8 2 - 4 ) 9 Y + 0 2 2 - F x 7 Y F 1 9 ?  
v e r s c h w i n d e n  können. Für alle übrigen Flächen k ö n n e n  diese Glieder nicht S ä m m t l i c h  

gleich Null Sein. Es kann d a h e r  für die Flächen ü b e r h a u p t  die tangirende Fläche 

zweiter O r d n u n g  nur S i n g u l ä r  , ἃ. ἢ. für b e s o n d e r e  P u n k t e  dieser Flächen, niemals 

aber allgemein, ausser nur für eine E b e n e ,  Selbst w i e d e r  in eine E b e n e  z u r ü c k -  

kehren. | 

W i r  Schliessen mit d e m  R e g u l t a t e  , dass die t a n g i r e n d e  Fläche zweiter O r d n u n g  

nur in den vier Gestalten einer E b e n e ,  eines p a r a b o l i s c h e n  C y l i n d e r s ,  eines i y p e r -  

b o l i s c h e n  P a r a b o l o i d s  und eines elliptischen P a r a b o l o i d s ,  und in keinen ferneren 

3 *
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Gegtalten e r s c h e i n e n  könne. Es theilen Sich daher S ä m m t l i c h e  Flächen in B e z u g  auf 

ihre t a n g i r e n d e n  Flächen zweiter O r d n u n g  in die vier A b t h e i l u n g e n  : 

1) E b e n e ,  2) F l ä c h e n ,  d e r e n  t a n g i r e n d e  F l ä c h e  z w e i t e r  O r d n u n g  p a r a b o l i s c h e  

Cylinder, 3) Flächen, deren t a n g i r e n d e  Flächen zweiter O r d n u n g  h y p e r b o l i s c h e  Para- 

boloide, 4) Flächen, deren tangirende Flächen zweiter O r d n u n g  elliptische P a r a b o l o i d e  

Sind, D a d u r c h  Stellt Sich uns die A u f g a b e  dar, die E i g e n s c h a f t e n  und die a l g e b r a i s c h e n  

K e n n z e i c h e n  dieser vier grossgen A b t h e i l u n g e n  der F l ä c h e n  zu b e s t i m m e n .  

W i r  Schlagen f o l g e n d e n  W e g  ein: W e n n  eine F l ä c h e  zu den geradlinigen k r u m -  

m e n  F l ä c h e n  gehört, d.  h. w e n n  durch jeden ihrer Punkte eine g e r a d e  Linie g e z o g e n  

w e r d e n  kann, die ganz in ihr liegt, 80 m u s s  auch die tangirende E b e n e  dieses 

Punktes die g e r a d e  Linie mit der Fläche gemeinschaftlich haben. D e n n  da alle Tan- 

genten der D u r c h s c h n i t t s c u r v e n  in der t a n g i r e n d e n  E b e n e  liegen, und die D u r c h s c h n i t t s -  

Curve einer geradlinigen k r u m m e n  Fläche in einer b e s t i m m i e n  R i c h t u n g  die gerade 

Linie Selbst ist, die ihre e i g e n e  T a n g e n t e  ist, 50. m u s s  diese g e r a d e  Linie Selbst in 

der t a n g i r e n d e n  E b e n e  liegen. 

W i r d  nun 2 als Function von x und Y g e n o m m e n ,  und w e r d e n  dx und dy als 

willkürliche und u n a b h ä n g i g  V e r ä n d e r l i c h e  80 b e s t i m m t ,  dass die polare E b e n e ,  die 

durch die C o o r d i n a t e  2, also S e n k r e c h t  auf die E b e n e  X Y  und durch den Punkt 

( x + 4 d z ,  y + 4 d y ,  2) gelegt wird, die g e g e b e n e  Fläche in der g e r a d e n  Linie, die in 

ihr durch den Punkt (3, Y, 2) g e z o g e n  w e r d e n  kann, d u r c h s c h n e i d e t  (was i m m e r  

m ö g l i c h  ist, da d u r c h  die v e r s c h i e d e n e n  W e r t h e  v o n  d x  und d y  alle m ö g l i c h e n  W i n k e l  

um die C o o r d i n a t e  2 h e r u m  b e s t i m m t  w e r d e n ) ,  50 ἰδὲ die ganze Z u n a h m e  von Z oder 

4 2 ,  gleich d e m  ersten D i f f e r e n z i a l  d z ,  da 4 2  die V e r l ä n g e r u n g  zur F l ä t h e ,  d z  die 

V e r l ä n g e r u n g  zur t a n g i r e n d e n  E b e n e  ist, die aber in der g e r a d e n  Linie, w e l c h e  die 

Fläche und ihre tangirende E b e u e  gemeinschaftlich haben, z u s a m m e n f a l l e n ,  80 dass 4 2  

und dz dieselben g e r a d e n  Linien darstellen. 

ἴδι aber 4 2 = = d Z ,  dann ἰδὲ n o t h w e n d i g  die S u m m e  aller h ö h e r e n  Differenzialien 

von 2 gleich a n  da 

Da in dieser Reihe für iw beliebig kleine W e r t h e  von da und Ἣ Ν  Jedes v o r h e r -  

g e h e n d e  Glied grösser bleibt, als die S u m m e  ' aller n a c h f o l g e n d e n  Glieder, 50. folgt, 

dass einzeln d ' 2 z = 0 ,  d 3 2 = = 0 ,  u n d  dass ü b e r h a u p t  alle h ö h e r e n  D i f f e r e n z i a l i e n  einzeln 

gleich Null Seien. W e r d e n  diese Differenzialien in partielle Differenzialien zerlegt, 50 

g e h e n  die G l e i c h u n g e n  hervor: 

| M i l  a r r  

Ἐ Ξ    
Ε Ξ  ἢ, ἂν ἄγε ης ἂν τῷ; 

Ὄ Ν  Γ Ξ  σ ά ν  τ ὰ ν  

      

Τ Ω Ρ  3 0  
d x  

  

    ἀ ν θ  8 τ ς  

„ W S W
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Ordnet m a n  die zweite und dritte dieser G l e i c h u n g e n  nach d e m  D i f f e r e n z i a l - Q u o -  

  

  

  

tienten Y s .  50. erhält m a n :  
d a  

ἀ π  9 2 - 0 :  
Α Ξ  1 8 1 2  ἀράν! Ἔ Ν  - 0 ;  

d z  d3z ω  „al 4 Σ Ὅ ς  

(da S E E  Ε Ξ  S i w a  a g e l  = 0 .  

  

Eliminirt m a n  aus beiden G l e i c h u n g e n  die G r ö g s e  = ,  80 erhält m a n  die Schlecht- 

hin a l l g e m e i n e n  Criterien zur U n t e r s c h e i d u n g  der geradlinigen k r u m m e n  F l ä c h e n  von 

allen übrigen Flächen. M a n  erhält nämlich eine B e d i n g u n g s g l e i c h u n g ,  die für alle ge- 

radlinigen k r u m m e n  Flächen erfüllt wird, und die für alle übrigen Flächen nicht statt- 

finden kann. 

Allein die Elimination einer u n b e k a n n t e n  Grösse aus zwei G l e i c h u n g e n  des z w e i -  

ten und dritten Grades giebt i m m e r  eine viel zu v e r w i c k e l t e  E n d g l e i c h u n g ,  als dass 

Sie mit Vortheil a n g e w e n d e t  w e r d e n  könnte. Es Sind daher einfachere Criterien zu 

Suchen. 

W e n n  die g e g e b e n e  Fläche eine geradlinige k r u m m e  Fläche ist, 80 m u s s  Schon 

das zweite Differenzial der Ordinate 2 für einen b e s t i m m t e n  W e r t h  von Z  allgemein 

gleich Null Sein. Löst m a n  nun die Gleichung 

  

  

  
        

  

εἶς [ἃ a z  di 

ἀ ρ  d x d y  Μ Η  E e  = 0  

n a c h  d y  auf. 80 findet m a n :  
d x  

d z  d'z ? | d ' z | d ' 2  Ἷ  
ὧν ἀ ν ,  +  d z d y  Ν Σ  dy“ 

-  d z  

E n  ἢ  

Dieser G l e i c h u n g  entspricht für den Fall, dass τ ο  wird, die andere Gleichung 

  
Ε Ξ ῇ  ν  d'z |? 

dz ἐπάν dzdy| | d a  

T E T E  πν dz 
d x  dx? 

Diese G l e i c h u n g e n  g e b e n  folgende vier v e r s c h i e d e n e  Fälle: 
Ο Σ  

ἀ χ ά μ  |? 

    

       

  

  

  

0 
1) Es Sind einzeln gleich Null; dann ist M  - = 0 *  eben 80 

  

  

» ( d a b  ἢ  ? 

die Richtung, in w e l c h e r  die Fläche durch E b e n e n  d u r c h s c h n i t t e n  w e r d e n  muss, 

  

d s  0 

d y  δ̓  
dass Sie eine g e r a d e  Linie als D u r c h s c h n i t t s c u r v e  gebe, ist u n b e s t i m m t ;  Sie giebt in 

unzählig vielen R i c h t u n g e n  g e r a d e  Linien als D u r c h s c h n i t t s c u r v e n ,  d. h. Sie ist Selbst 

eine E b e n e .
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2) Die G r ö s s e  unter d e m  W u r z e l z e i c h e n  ἰδὲ n e g a t i v ,  o d e r  Ἐ Ξ  . | A :  iSt g r ö s S e r  
j 

als Z | ,  und dann haben dy oder d z  keinen reellen W e r t h ,  d. h. die Fläche kann 
d z d y  dz dy 

  

in keiner R i c h t u n g  durch eine E b e n e  50 geschnitten w e r d e n ,  dass Sie gerade Linien 

als D u r c h s c h n i t t s c u r v e n  g ä b e  ; die Fläche gehört also nicht zu den geradlinigen k r u m -  

m e n  Flächen. 

3) Di . . . . . dy dx 
3) Die Grösse unter d e m  W u r z e l z e i c h e n  ist gleich Null; dann haben dr oder dy 

nur einen einzigen W e r t h ;  die Flächen k ö n n e n  in j e d e m  Punkte zur n a c h  einer 

R i c h t u n g  durch E b e n e n  in g e r a d e n  Linien geschnitten w e r d e n .  Diess Sind die de- 

v e l o p p a b l e n  Flächen, wie Sogleich deutlich w e r d e n  wird. 

4) Die Grösse unter d e m  W u r z e l z e i c h e n  ἰδὲ pogitiv . oder d s  4 3  
| d x  l d  

' 25 12 , 
E 3 5  die G r ö g s e  d y  ( o d e r  “ )  hat z w e i  v e r s c h i e d e n e  W e r t h e .  Da aber eine 

zdy d z  dy 

k r u m m e  Fläche allgemein in jedem Punkte nur nach einer R i c h t u n g  in g e r a d e n  Linien 

d u r c h s c h n i l t e n  w e r d e n  k a n n ,  50. w i r d  einer der W e r t h e  y  diese R i c h t u n g  Selbst, der 

andere Singulär eine gerade Linie, und allgemein die R i c h t u n g  a n g e b e n ,  in w e l c h e r  die 

D u r c h s c h n i t t s c u r v e  der Fläche eine Curve ist, die in ihrem Durchschnitt mit der g e r a d e n  

Linie einen I n f ſ l e y i o n s p u n k t  hat; denn auch in diesem Falle wird Singulüär d 2 2 = 0 .  Diesc 

F l ä c h e n  w e r d e n  wir als die w i n d s c h i e f e n  ( g e w u n d e n - S s c h i c f e n )  Flächen k e n n e n  lernen. 

ist k l e i n e r ,  

    

als 

.Diese vier A b t h e i l u n g e n  der Flächen e n t s p r e c h e n  ganz g e n a u  den vier Abtheil- 

u n g e n ,  die wir früher aus den E i g e n s c h a f t e n  der t a n g i r e n d e n  Flächen zweiter O r d -  

nung g e f u n d e n  haben. Die E b e n e n  Sind in beiden Fällen dieselben, und ſür die übri- 

gen A b t h e i l u n g e n  gilt der L e l i r S a t z :  dass die Flächen, die nicht zu den geradlinigen 

k r u m m e n  Flächen g e h ö r e n ,  e/liptische P a r a b o l o i d e  zu t a n g i r e n d e n  Flächen zweiter 

O r d n u n g  haben, dass die d e r e l o p p a b l e n  Flächen p a r a b o l i s c h e  C y l i n d e r ,  und dass 

endlich die w i n d s c h i e f e n  Flächen & k y p e r b o l i s c h e  P a r a b o l o i d e  zu tangirenden Flächen 

zweiter O r d n u n g  haben. Dabei ist zu b e m e r k e n ,  dass die elliptischen P a r a b o l o i d e  

Selbst Flächen Sind, die nicht zu den geradlinigen k r u m m e n  Flächen g e h ö r e n ,  dass die 

parabolischen Cylinder Selbst d e v e l o p p a b l e  Flächen, und dass die h y p e r b o l i s c h e n  Para- 

boloide Selbst w i n d s c h i e f e  Flächen Sind, 50 dass z w i S c h e n  den beiderseitigen vier 

A b t h e i l u n g e n  der Flächen die v o l l k o m m e n s t e  V e b e r e i n s t i m m u n g  herrscht. 

W i r  w e r d e n  diese Sätze der Reihe nach ausführen. 

1) Die elliptischen P a r a b o l o i d e  Sind tangirende Flächen zweiter O r d n u n g  für die- 

jenigen Flächen, für w e l c h e  in der G l e i c h u n g  (1) 2 ' = D z ' " * 4 + K y Y *  die Coefficienten 

D und Καὶ einerlei Zeichen haben. N a n  ist 

D = - 0 c 0 8 . 2 p - + z c o s . p s i n . p + 4 1 8 i n . * p  , 
K=-85in.2p--z5in.pcos.p+41C087P. 

oSItiY . 
Pp . w e n n  ὃ u n d  ἃ Nach einem b e k a n n t e n  Satze der Analysis ἰδὲ D i m m e r  . 
n e g a t i v )  
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, 1 , .  , , . 
gleiche Zeichen haben, und w e n n  0 1 . 2 4 “  ist, Tritt letztere B e d i n g u n g  ein, 80 haben 

ohnehin & und Δ gleiche Zeichen, weil Sonst das Product δλ nicht grösser Sein könnte, 

p o s i t i v  ( 
ἐ ς  w e n n  ὃ u n d /  

negativ; 
als die nothwendig pogitive Grösse x, Ebenso ist K immer 

  

gleiche Zeichen haben, und > 5 7  ist. 

Für alle Flächen Sind daher die Zeichen von D und K  gleich, oder alle Flächen 

haben elliptische P a r a b o l o i d e  zu t a n g i r e n d e n  Flächen E e  O r d n u n g  in w e l c h e n  

            

   
  

.< 14 .. . 1 |d22j 11472; εἰς γ ν ,  1 εἰς f? 
0 4 > - - 2 ? 7 i 5 t .  D < = - |  <-- |, ἀ ξ  χ-Ξ: = 1 / 7 7 2  2  2 E | -  

> 4 7  iSt. Nunist9 5 α ἰ »  [ =  γ α "  τ χ ρ η "  2  S0 δλεξ T d x d  Al 

nd iSt 34-72, 50 igt dz ? jdzidz Αἰ eine tive Grösse. Dadurch ist aber gerad u 1 ! 4  ( ,  Ι Ν  R e n  € n e g a l k v e  r Ö S S C .  a d u r c h  ist a b e r  g e r a d e  

  

die B e d i n g u n g  erfüllt, die für diejenigen Flächen g e f u n d e n  w u r d e ,  die nicht zu den 

g e r a d l i n i g e n  k r u m m e n  Flächen gehören. Zugleich erhellt auch, dass das elliptische 

Paraboloid nicht zu den geradlinigen k r u m m e n  Flächen gehöre. 

2) Die parabolischen Cylinder Sind tangirende Flächen zweiter O r d n u n g  für alle 

Flächen, für w e l c h e  die G l e i c h u n g  Stattſindet: 
2 ' = B x ' 4 + K y ' *  

oder auch 
2 ' = C y ' + D z ' ,  

D e n n  b e i d e  G l e i c h u n g e n  Sind d i e s e l b e n ,  w e n n  m a n  X u n d  Y mit e i n a n d e r  v e r t a u s c h t .  

Findet aber die Gleichung 2 ' < = B 3 x ' + K y ' *  Statt, 80 ist D = 0 ,  oder 
8 6 C 0 8 . * p - + x c 0 8 . p S i n . p - + i 8 i n ? p = 0  

0 - + z x t a n g . p + t a n g . " p = 0 .  

W i r d  diese G l e i c h u n g  nach tang.p aufgelöst, 50. ist 
  

1 x  . 
l a n g  τ  g n  

N u n i s t  t a n g . 2 p = = 7 = 5  und da x, 4, δ b e s t i m m t e  Coefficienten Sind, 80 hat t a n g . 2 q  

nur einen W e r t h .  Es kann daher auch tang.py nur einen W e r t h  h a b e n  , und es muss 

der A u s d r u c k  unter d e m  W u r z e l z e i c h e n  verschwinden«. Es ist daher für  die Flächen, 

die parabolische Cylinder zu t a n g i r e n d e n  F l ä c h e n  zweiter O r d n u n g  haben: 

2 0 4 0 ,  oder | K i n  d z  0 0 .  

Diess ist aber genau. die B e d i n g u n g s g l e i c h u n g  für d e v e l o p p a b l e  Flächen, 50 dass 

auch diese Abtheilungen mit einander übereinstimmen, und die parabolischen Cylinder 
als d e v e l o p p a b l e  F l ä c h e n  erscheinen. 

   

      

3) Die h y p e r b o l i s c h e n  P a r a b o l o i d e  Sind tangirende Flächen zweiter O r d n u n g  für 

alle Flächen von der G l e i c h u n g  (II), 2 ' = D a ? - - K y ' ? ,  in d e n e n  die Coefficienten 

D  und Καὶ v e r s c h i e d e n e  Zeichen haben, H a b e n  aber die Coefficienten D  und K  v e r -
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Schiedene Zeichen, 850. ἰδὲ | n o t e n  in d e n  Sie b e s t i m m e n d e n  G l e i c h u n g e n :  2 2 2 2 0 4 ,  

ς̓ μία ἐς 2 (diz: (dz 
d x ?  I p  d z  dy? 

Grösse, Diess ist aber genau die B e d i n g u n g ,  die wir für die w i n d s c h i e f e n  Flächen ge- 

f u n d e n  h a b e n ,  50 dass a u c h  hierin b e i d e  A b t h e i l u n g e n  ü b e r e i n s t i m m e n ,  und die h y p e r -  

bolischen P a r a b o l o i d e  als w i n d s c h i e f e  Flächen erscheinen, 

W i r  h a b e n  daher durch die t a n g i r e n d e n  Flächen zweiter O r d n u n g  eine apriorische 

und rationale Eintheilung der Flächen: in E b e n e n  , in d e v e l o p p a b l e  Flächen, in w i n d -  

Schiefe Flächen und in doppelt k r u m m e  Flächen, wie wir diejenigen Flächen n e n n e n  

w o l l e n ,  die nicht zu den g e r a d l i n i g e n  k r u m m e n  F l ä c h e n  g e h ö r e n ,  

Es ist eine m e r k w ü r d i g e  T h a t s a c h e ,  dass die vier e b e n e n  C u r v e n  z w e i t e r  O r d -  

n u n g ,  die gerade Linie, die Parabel, die H y p e r b e l  und die Ellipse, vier Abtheilun- 

gen der k r u m m e n  Flächen b e s t i m m e n ,  die nicht bloss für Flächen der zweiten O r d n u n g ,  

S o n d e r n  für Flächen jeder O r d n u n g ,  Sie m ö g e n  algebraisch oder transcendent Sein, 

gültig bleiben. --- Da die t a n g i r e n d e n  Flächen dritter, vierter und h ö h e r e r  Ord- 

nung fernere natürliche U n t e r a b t h e i l u n g e n  aller Flächen geben, 80 wird durch diese 

t a n g i r e n d e n  Flächen ein n a t u r g e m ä s s e s  und für alle Fälle a u s r e i c h e n d e s  Eintheilungs- 

princip aller übrigen Flächen aufgestellt. Diese ferneren U n t e r a b t h e i l u n g e n  der Flächen 

  
d z  

d x d y  

      

o d e r  

  

eine reelle poSitive und negative 

  

» also >  Y E  

      

liegen ausser den G r e n z e n  der g e g e n w ä r t i g e n  U n t e r s u c h u n g .  

εν. 
Veber die cylindrischen Flächen. 

Wir g e h e n  nun zur U n t e r s u c h u n g  einzelner Flächen über. Für die d e v e l o p p a b l e n  

Flächen haben wir die G l e i c h u n g e n  g e f u n d e n :  

  

          

αἷς | 

dy dudyl | dis 2 (dz dz] 
d s  d z ?  dz ἀμ! dz? ἀ μ "  

Ε Π  

Es Sind hier die zwei Fälle möglich, dass die Grösse ἐν e n t w e d e r  eine c o n s t a n t e  

oder eine v e r ä n d e r l i c h e  G r ö s s e  Sein kann. Ist ἐ ν  constant, 50 ist die Fläche eine cylindri- 

Sche Fläche. 

B e w e i s .  Aus Y O  folgt, dass eine G l e i c h u n g  der g e r a d e n  Linie, in der die 

  

dx 

gesuchte Fläche geschnitten w e r d e n  kann, Sei: E 3 0  (4), w o r i n  77 und € zwei 

.. “ Ν  | „ d  
C o o r d i n a t e n  der g e r a d e n  Linien ausdrücken, B e s t i m m t  man nun auf dieselbe Art τ  

aus der e n t s p r e c h e n d e n  G l e i c h u n g  :
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| d y  | 
d z  d r  dz (ev 
d a x  duu CL 

' d z ?  

und bezeichnet m a n  die dritte C o o r d i n a t e  der g e r a d e n  Linie mit &, 80 folgt die 
ζ-.-- 

Gleichung : 5  =C€" (al). 

Die G l e i c h u n g e n  (1.) und (IL) b e s t i m m e n  alle g e r a d e n  L i n i e n ,  in w e l c h e n  die 

g e g e b e n e  F l ä c h e  g e s c h n i t t e n  w e r d e n  kann. Da n u n  C u n d  (" c o n s t a n t e ,  v o n  d e n  v e r s c h i e -  

denen W e r t h e n  3, Y, ΖΦ u n a b h ä n g i g e  G r ö s s e n  Sind, 50 folgt, dass alle g e r a d e n  Linien, 

in w e l c h e n  die g e g e b e n e  Fläche geschnitten w e r d e n  kann, unter Sich parallel Seien. 

Diess ist aber die Eigenschaft der cylindrischen Flächen; denn eine cylindrische Fläche 

entsteht, w e n n  Sich eine ( u n b e g r e n z t e )  g e r a d e  Linie längs einer g e g e b e n e n  L e i t u n g s -  

Curve i m m e r  parallel mit Sich Selbst fortbewegt. 

Es Sind nun im A l l g e m e i n e n  folgende P u n k t e  zu e r ö r t e r n  : 

1) Nach w e l c h e n  Criterien wird entschieden, ob eine Fläche cylindrisch 86], oder 

n i c h t  ? 

2) W i e  w i r d  die L a g e  der g e r a d e n  ( c h a r a k t e r i s t i s c h e n )  Linie b e s t i m m t ,  d u r c h  

deren B e w e g u n g  längs einer beliebigen L e i t u n g s c u r v e  die cylindrische Fläche be- 

Schrieben w i r d ?  

3) W i e  w e r d e n  die L e i t u n g s c u r v e n  Selbst b e s t i m m t  Ὁ 

4) W i e  w e r d e n  die G l e i c h u n g e n  der cylindrischen Flächen g e f u n d e n ,  w e n n  die 

L a g e n  und G l e i c h u n g e n  der g e r a d e n  Linien und der L e i t u n g s c u r v e n  g e g e b e n  Sind? 

ad 1) W a s  die erste F r a g e  anbelangt, 50 ist bei cylindrischen Flächen die Glei- 

chung g e g e b e n  : 
  

    

        

  

  

  

    

Π Σ  2? Π Σ  

Ε Ν  Ε Π  | d x d y  τ α ς  2| d y !  
d s  d z  T  d?2| 

ἀμ" dy? 

1757 
Die G r ö s s e  u n t e r  d e m  W u r z e l z e i c h e n  ist gleich Null, u n d  ἐ ς  e r  gleich einer | |d?2 

(dy? 
c o n s t a n t e n  G r ö s s e  6. 

A u f  d i e s e l b e  Art findet m a n  a u c h  x  u n d  ἐ π  als c o n s t a n t e  G r ö g s e n .  

ad 2) W a s  die B e s t i m m u n g  der c h a r a c t e r i s t i s c h e n  ( E r z e u g u n g s - ) L i n i e  a n b e l a n g t ,  

50 Seien €, ἡ, & ihre r e c h t w i n k l i g e n ,  mit ἃ’, Y, ΖΦ parallelen Coordinaten. Da 

Ee = ,  und P k  iSt, und da die E r z e u g u n g s l i n i e  die G r ö s g e n  ( d y  und dx), und 

( α ς  und d x )  als C o o r d i n a t e n  hat, 80 ist 7 = c 5 4 + A 4 ,  = k 5 + B .  Da ferner diese 

Erzeugungslinie durch den Punkt (3,Y,2) der Fläche geht, 50 gelten auch die Glei- 

k
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c h u n g e n :  Y = c x - + 4 ;  2 = k y + 4 + B .  Diese beiden G l e i c h u n g e n  mit den früheren ver- 

b u n d e n  g e b e n  die G l e i c h u n g e n :  ( y - " ) ) = c ( 3 - 5 ) ;  ( 2 - 5 ) - k ( - 8 ) .  

Sie b e s t i m m e n  zwei E b e n e n ,  die durch den Punkt (3x,49,2) der cylindrischen Fläche 

g e h e n ,  und deren Durchgschnittslinie die e r z e u g e n d e ,  characteristische Linie dieser 

Fläche ist. 

ad 3) Die L e i t u n g s c u r v e n  der eylindrischen Flächen, diejenigen Curven, an denen 

Sich die characteristische gerade Linie f o r t w ä h r e n d  mit βίοι Selbst parallel fortbewegt, 

und d adurch die cylindrische Fläche erzeugt, k ö n n e n  auf's Leichteste b e s t i m m t  w e r d e n .  

D e n n  jeder Durchschnitt der g e g e b e n e n  cylindrischen Fläche mit a n d e r n  Flächen oder 

mit E b e n e n  giebt doppelt k r u m m e  oder ebene C u r v e n ,  w e l c h e  L e i t u n g s c u r v e n  der 

cylindrischen Fläche Sind. M a n  braucht daher nur die G l e i c h u n g  dieser Fläche mit 

der G l e i c h u n g  irgend einer a n d e r n  Sie d u r c h s c h n e i d e n d e n  Fläche zu verbinden, um die 

beiden G l e i c h u n g e n  einer L e i t u n g s c u r v e  zu erhalien. G e w ö h n l i c h  wählt m a n  dazu 

ebene F l ä c h e n ,  und z w a r  Parallelschnitte oder Polarschnitte der g e g e b e n e n  cylindri- 

Schen Fläche. 

ad 4) M a n  findet endlich aus den G l e i c h u n g e n  der L e i t u n g s c u r v e  und der er- 

z e u g e n d e n  g e r a d e n  Linie die G l e i c h u n g  der cylindriSchen Fläche auf folgende Art: 

Es Seien die G l e i c h u n g e n  der e r z e u g e n d e n  g e r a d e n  Linie: S = a ß 8 - F m ;  = = b 8 - F u ,  

die G l e i c h u n g e n  der L e i t u n g s c u r v e n :  F ( 2 ' , 4 / , 2 ) = 0 ,  / C " , Y ' , 2 ) = 0 ,  und die C o o r d i n a t e n  

der cylindrischen Fläche: 3,9,2. Da der Punkt 58,7,5 ein Punkt in der cylindrischen 

Fläche ist, der also zugleich ein Punkt der E r z e u g u n g s l i n i e  ist, 80 Sind die G l e i c h u n g e n  

der E r z e u g u n g s l i n i e ,  die ganz in der cylindrischen Fläche liegt: 

z = 5 = a -  53 Y y - 7 = b ( 2 - 5 ) .  
Ferner gelten für diesen Punkt die G l e i c h u n g e n  der L e i t u n g s c u r v e  : 

F G ,  " 5 0 ,  [ G ,  , 5 ) = 0 .  

W e r d e n  aus d i e s e n  vier G l e i c h u n g e n  die drei C o n s t a n t e n  &, ἡ, & eliminirt. 50 

bleibt eine G l e i c h u n g  z w i s c h e n  (x,4Y,2.,a,b) übrig, w e l c h e  die gesuchte G l e i c h u n g  der 

ceylindrischen Fläche ist. D e n n  516 b e s t i m m t  alle m ö g l i c h e n  Punkte von 3, Y, 2, d.h. 

alle Punkte der cylindrischen Fläche, 

Beispiele über die eylindrischen Flächen. 

V o r e r i n n e r u n g .  Bei den U n t e r s u c h u n g e n  über die Flächen ü b e r h a u p t  k o m m e n  

G l e i c h u n g e n  mit partiellen Differenzialien der C o o r d i n a t e n  vor. Ist die G l e i c h u n g  einer 

Fläche v e r w i c k e l t  g e g e b e n ,  u = / ( X x , 9 . 2 ) = 0 , -  80 findet m a n  die partiellen Differenzialien 

der Coordinaten: aus den -partiellen Differenzialien der Fläche. W i r d  z. B. 2 als 

Function von ἃ und 9 g e n o m m e n ,  50 „Selten f o l g e n  u s  

(8 =  ῳ- τ ὸ  
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u  d u  ( d z  μ ε  

dz dy (Elt dz? 
Z z  

ἀ π  
Ἐ    

  

de: ἀράν   d e z  
d x  CL 

  

  

  

| d u  [|ὰς 21? 
Ο Ν  Ε Σ  dy ἐ ξ ,  ἀμ 

a p  u Ω Σ  

  

                 

ἀξ    

d z  = -  d e d  F E  A I L E E N  Ὁ  
dxzdy 

d u  ||dz 
E I T E L  | E e  

Ἐ Ξ  

ὧ ς  

Da in den B e d i n g u n g s g l e i c h u n g e n  der Flächen keine h ö h e r e n  Differenzialien ent- 

halten Sind, 50 r e i c h e n  diese F o r m e l n  v o l l k o m m e n  aus. 

  

    

M E  

d z        
  

B e i s p i e l  1. Es Sei die G l e i c h u n g  einer Fläche g e g e b e n :  

“ Ὄ Ν    

    

  
  

        

  

d a u  ἄμ „ Z W  „ d a u  « M W  ἀ π  ς̓ 
Es ἰδ: B P i  P D  v3 E32 ἀστοὶ v e  d r a g  03 ἀ ρ ά ς  δ̓ 

d u  d u  
d y d s  ὁ  a  2  

Ε Ν  Ο Ν  Wesi 2p* Folglich Sind die partiellen Differenzialien : ἐ δ  = 3 , 2 2  =  59 =  9  

d j   2 p *  | d?z 

d g  9 2 3 ?  ἰἀχάμ, u e  

d z  | [daz εἴ dz, . . . 
Da nun Ε Ξ  J o d y  ἀ ρ  2) iSt, SO folgt, dass die g e g e b e n e  Fläche d e v e l o p p a b e l  Sei. 

Τ Σ  d z  

. . Τ Ρ  d x  . d . . 
-- U n d  da ü b e r d i e s s  Γ Ν  Γ ῆ ς  ΞΞ----ἰ ist, 580 folgt, dass 2  = - 1 4 1  gleich einer 

dy? dx dy 

  

constanten Grögsse, und dass die Fläche Selbst eine cylindrische Fläche 56]. 

U m  die G l e i c h u n g e n  der e r z e u g e n d e n  g e r a d e n  Linie zu finden, S0 ist eine dieser 

G l e i c h u n g e n  aus Ε Ξ  folgende: X - - 8 = = Y - - 7 7 ,  w e n n  ἢ und 5 zwei C o o r d i n a t e n  

dieser g e r a d e n  Linie a u s d r ü c k e n .  U m  eine zweite G l e i c h u n g  Zu finden, b e s t i m m t  man 

ΤῈ auf dieselbe Art, wie dy bestimmt w o r d e n  iSt, und man findet: * Σ Ὴ Ν  

D a r a u s  folgt, dass die zweite G l e i c h u n g  der g e r a d e n  Linie Sei: σ - - ζ ξ ξ θ ,  Die 

e r z e u g e n d e  g e r a d e  Linie Steht also S e n k r e c h t  auf der- A x e  Z ,  ἰδὲ parallel zu der 

E b e n e  X Y ,  u n d  d u r c h s c h n e i d e t  ( v e r m ö g e  der G l e i c h u n g  [ x - - 5 8 ] = [ Y - - 7 7 ] )  alle C o o r -  

dinaten x und Y unter halben rechten W i n k e l n ;  w o d u r c h  die L a g e  der e r z e u g e n d e n  

g e r a d e n  Linie v o l l k o m m e n  b e s t i m m t  ist. ες τὶ 
( M T  

4 *
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U m  eine L e i t u n g s c u r v e  zu b e s t i m m e n ,  wählt m a n  z. B. diejenige E b e n e .  welche 

auf der e r z e u g e n d e n  Linie Senkrecht Steht, also mit 2 parallel ist, oder durch 2 

Selbst g e z o g e n  wird. Die G l e i c h u n g  dieser E b e n e  ist: ( x - S ) = - - ( y - - 7 7 ) .  D i e s e  Glei- 

c h u n g  mit der g e g e b e n e n  G l e i c h u n g  der Fläche v e r b u n d e n ,  b e s t i m m t  die gesuchte 

Leitungscurve. W i r d  die E b e n e  ( 3 - 5  = - - Q - - 7 7 )  durch den A n f a n g s p u n k t  der Co- 

„ ordinaten gelegt, 50 wird: S = - - 7 ) .  Diese G l e i c h u n g  mit 

P t  2 * - 4 + - p * y - - p ? x = 0  v e r b u n d e n ,  b e s t i m m t  die auf der Er- 

+ 4 Z 4 X  / ii / z e u g u n g s l i n i e  S e n k r e c h t e  D u r c h s c h n i t t s c u r v e ,  a O b . ,  im 

N  "N | Η Ν  / -* | Anfangspunkte der Coordinaten. Ihre Eigenschaften Sind 
/ Ν Υ  Sehr leicht zu ermitteln. Ihre Projectionen auf den E b e n e n  

Ὦ Ν  1 7 2 4. A Z  und V Z  Sind die c o n g r u e n t e n  Σ Ν  Parabeln 
Ν , ἢ 

/öZ L H  .- &  | ( + 2 2 ,  0, = - 2 - - x )  und (4+2--Y, 0, - - 2 4 1  Y), von 

u n  den G l e i c h u n g e n :  2 * 4 - 2 p ? y = 0  ; 2 3 - - 2 p *  2 0 .  Beide Pa- 

„ “  2 ἯΝ / rabeln h a b e n  im A n f a n g s p u n k t e  der C o o r d i n a t e n  einen 

/ " 1  N /  Inflexionspunkt, und Sind beiderseits unbegrenzt, Die beiden 

ἰ i-2 € durch Sie gelegten Senkrechten cylindrischen Flächen g e b e n  als 

/  D u r c h s c h n i t t s c u r v e  a O b ;  u n d  d i e j e n i g e  g e r a d e  L i n i e ,  die 

4  Sich längs dieser Curve i m m e r  parallel mit der E b e n e  4X Y  

und in Solcher Lage, dass Sie mit allen C o o r d i n a t e n  ὦ; 

und Y h a l b e  r e c h t e  W i n k e l  m a c h t ,  f o r t b e w e g t ,  e r z e u g t  die c y l i n d r i s c h e  F l ä c h e  von 

der Gleichung u = 2 2 * - + 4 p * y - p ? 2 = 0 .  

  

B e i s p i e l  2. Es 5 6 1  eine E r z e u g u n g s l i n i e  : S = a d E + A ,  1 b 5 + B ,  und eine 
a  

L e i t u n g s c u r v e :  3 7 4 9 y = r * ,  2 = m r a r c t g ( 7 ,  g e g e b e n .  Man Sucht die Gleichung der 

oylindrischen F i ä c h e  , w e l c h e  entsteht, w e n n  Sich die E r z e u g u n s s l i n i e  längs der Lei- 

t u n g s c u r v e  i m m e r  parallel mit Sich Selbst fortbewegt. =- Da die Leitungslinic die ge- 

w ö h n l i c h e  S c h r a u b e n l i n i e  ist, 80 wird die gesuchte cylindrische Fläche eine unendlich 

oftmal Sich Selbst d u r c h b r e c h e n d e  g e w u n d e n e  Rolle mit parallelen T a n g e n t e n  Sein. 

Steht aber die E r z e u g u n g s l i n i e  Senkrecht auf der E b e n e  X Y ,  580 geht diese Flächo 

in den g e w ö h n l i c h e n  S e n k r e c h t e n  C y l i n d e r m a n t e l  mit k r e i s f ö r m i g e r  Basis über. 

Auflögung. Für den Punkt 5,7,5 der gesuchten Fläche S p e n  die Gleichungen: 

(1.) ( v - D = a ( 2 - 5 ) ;  (22 ψ-τηξεῦζα--ἰ); (8) 5 = = m r a r c  tg; τ  4 )  S e r t  

Eliminirt m a n  aus den G l e i c h u n g e n  (1.2) u n d  (2.) die G r ö s s e  ( 2 - - 4 ) ,  50. erhält 

m a n :  6 ( x - - S = a y - 7 ) .  E l i m i n i r t  m a n  aus dieser G l e i c h u n g  u n d  aus G l e i c h u n g  (4.) 

die G r ö s s e  77, 80 erhält man: 

( a y - b x ) + a V r ( a + b 2 ) - (  at Y y - - b x )  

5 = -  a2-4-02 

  

  

  

= - - N + M ,  wo N = - - 5 - 5 : ( a y - b x ) ,  -- TZ =  I N T  W I D  C a y - - b 2 )  iSt, 
u  

Da 1 +V/ 2 - 2 ,  50 it 7 4  7 2 - ( - N I M ) - .  
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7) 2 - ( 4 + M - - N  . 1 
Es ist d a h e r  1 4 0  E N  Ν  N ) ?  » W o r i n  die G r ö s s e n  M  und N  a u s s e r  den 

C o n s t a n l e n  nur die O r d i n a t e n  x, Y der cylindrischen Fläche enthalten. 

Ferner ἰδὲ: S = a 6 4 + ( 2 - a 2 ) ,  v = b 5 + ( y - 0 2 ) ,  und da 4 - 2 7 ?  ist, 50 folgt. 
dass: 

  

r =  ( a 2 - 4 0 2 ) 2 2 4 + 2 (  alx--a2]-+[69Y--b62z]E ) + [ 2  a z  P4+[Yy--b27?, 

  

  

Setzt m a n  . 

a ( o - - a z ) + b ( y -  - - b Z )  - κ ,  
a + b ?  -  

7 ? - - ( [ 2 - - a 2 z P +  [y--b2]2) τ ,  
α'-1-ὃ: "  

S0 erhält m a n :  & = K + y V 1 2 4 - K ? ,  worin die G r ö s s e n  K  und 1. nur C o n s t a n t e n  und 

die C o o r d i n a t e  der c y l i n d r i s c h e n  F l ä c h e  (x,4Y.,2) enthalten. 

7 Substituirt m a n  die W e r t h e  E u n d  & in die G l e i c h u n g  & = m r  a r o . t a n g . ;  -, 80 erhält 

man die G l e i c h u n g  der g e s u c h t e n  cylindrischen F l ä c h e  : 

1 1 / 7 7 9 5  V r ? - ( + M - - N ?  - - K + t V  1 2 - 4 + K ? = m r a r c . i a n g . =  " + N - N  

worin nur die C o n s t a n t e n  a, ὦ, 7 und die C o o r d i n a t e n  x, Y, 2 enthalten Sind. 

  

D i e s e  G l e i c h u n g  v e r e i n f a c h t  Sich, w e n n  e n t w e d e r  a=-db ist, d. h. w e n n  die mit 

den g e r a d e n  Linien der cylindrischen Fläche parallele Linie mit den A x e n  X  und Y  

gleiche W i n k e l  macht, oder w e n n  eine der C o n s t a n t e n ,  a, 5, gleich Null wird. Ist 

Zz. B. 0 - 0 ,  80 Sind die g e r a d e n  Linien der cylindrischen Fläche auf der A x e  Y  Senk- 

recht, also zur E b e n e  X Z  parallel, und in dieser E b e n e  unter einem von a a b h ä n g -  

igen W i n k e l  g e g e n  die A x e  X  geneigt. 

E n t w i c k e l n  wir die G l e i c h u n g  unter der letzten B o N g u n G  50 wird N = - 0 ,  

  

  

H V  r 2 - - 0 ,  K T  < = = ,  1 :  Z G  < <  D =  -, V C I  = .  (1?--7 . . “  und die 

obige G l e i c h u n g  geht in folgende über: 

E 4 5  V r ? - -  Z < y = m r a r c . t a n g .  L e ,  
1?--4? 

worin die W u r z e l n  positiv und negativ g e n o m m e n  w e r d e n  k ö n n e n .  

Für W e r t h e  von 9, die grösser Sind, als 7, wird die G l e i c h u n g  i m a g i n ä r  ; diesen 

e n t s p r e c h e n d ,  ist aus der g e o m e t r i s c h e n  Construction klar, dass die cylindrische Fläche 

unendliche Male von 2 E b e n e n  tangirt wird, die auf d e m  D u r c h m e s s e r  des Kreises 

P?4+-Y?==1?, in w e l c h e n  4 - 9  und --4Y die grössten W e r t h e  haben, S e n k r e c h t  errichtet 

w e r d e n .  U e b e r  diese t a n g i r e n d e n  E b e n e n  hinaus kann Sich  also diese Fläche nicht 

erstrecken. 

- Für a = - 0  und ὀξξθ, w e n n  die g e r a d e n  Linien der cylindrischen Fläche Senkrecht 

auf der E b e n e  XY Stehen, geht die G l e i c h u n g  in folgende ü b e r  :
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  u z  1 ? - - y * = a m r a r c . t a n g .  4  
' V r 2  ? - - Y ?  

oder, da au==<0 iSt: 

t r g .  
Die Fläche geht dann in die Fläche des g e w ö h n l i c h e n  S e n k r e c h t e n  Cylinders mit 

k r e i s f ö r m i g e r  Basis über. 

D u r c h s c h n e i d e t  m a n  die Fläche 

  

a z - - X x + v  ( 1 2 - 2 7 2 )  a m r a r c . t a n g :    
S E E  

d u r c h  E b e n e n ,  die mit den C o o r d i n a t e n - E b e n e n  parallel Sind, 80 erhält m a n  f o l g e n d e  

C u r v e n :  

W e n n  die D u r c h s c h n i t t s - E b e n e  mit X Z  parallel ist, als0 χ ε ς  g e n o m m e n  wird: 

  Z - - x + V  1 ? - - c ? = a m r a r c . t a n g . +  
+ 7 5  

Diese G l e i c h u n g  Stellt unendlich viele unter Sich parallele Linien dar, da der A u s d r u c k  

    

arc.tang. - ι ὄ ͵ Ἤ . . . - .  unendlich viele W e r t h e  hat. Diess gilt auch dann noch, w e n n  c =  
“ V r 2 - - e ?  

iSt, S ä m m t l i c h e  G e r a d e  Sind mit der Linie a 2 - - 4 = 0  parallel. 

2) Ist die D u r c h s c h n i t t s - E b e n e  mit XY parallel, 150. 2==c, 80 ist: 

a c - - x + v V r 2 - - 4  Y ? = a m r a r c t a n g . +  +  L u  (al.) 
r t "  

3) Ist die D u r c h s c h n i t t s - E b e n e  mit Y Z  parallel, also a==c, So geht die G l e i c h u n g  

in folgende über: 

a 2 - - c + V r 2 - - y ? = = a m r a r c . t a n g . F  τ: Ε Ν  
E Z  1 7 2 - 9 ?  

       

Die G l e i c h u n g e n  (IL) und (IL) Sind also t r a n s c e n d e n t e  C u r v e n  derselben Art. 

Ihre b e s o n d e r e n  und m e r k w ü r d i g e n  E i g e n s c h a f t e n  k ö n n e n  nach den L e h r e n  über ebene 

C u r v e n  ohne S c h w i e r i g k e i t  ermittelt w e r d e n .  

W e n n  wir u m g e k e h r t  die Criterien der cylindrischen Flächen auf die Gleichung: 

    a 2 - - x + v V r 2 - - 4 ? = a m r a r c . t a n g . +  ΠΑ͂Ν 

          

          

“ ν  γ -  5 ψ  

a n w e n d e n ,  50. ἰδὲ auf den ersten Blick In e n t e n ,  dass diese G l e i c h u n g  eine eylindrische 

d?2 Α Σ Α Φ  | α ἷ ς  
Fläche darstellt; d e n n  es ἰδ} τ ς  Δ α ;  0  Daraus folgt, dass| τ ς  7:5 = | a z a y  

| δ Σ 
ἰάχάῃ . 6 Ἕ Ν  , 

Sei. - W i r d  7 7 : 2  = = = - C  gegetzt, S0 iSt C = = = - 0 ,  8180 6 = 0 ,  und die eine G l e i c h u n g  der 

dy? 

    

g e r a d e n  e n  ἰδὲ: Ν Σ  

Aus α ἵ  H e  und d = 0  folgt,  dass a d 2 = - d x z ,  α ( 2 - - γ ε ξ - - ξ )  Sei, 

welches die z w e i t e  G l e i c h u n g  der g e r a d e n ,  charakteristischen Linie der cylindrischen 

Fläche ist.
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Z u s a t 2 .  Will man für eine g e g e b e n e  cylindrische Fläche die tangirende (cylin- 

d r i s c h e )  F l ä c h e  z w e i t e r  O r d n u n g  c o n s t r u i r e n ,  50 k a n n  diess n a c h  den v o r h e r g e h e n d e n  

U n t e r s u c h u n g e n  ohne alle S c h w i e r i g k e i t  g e s c h e h e n .  Ist z. B. die Fläche: 2 ? = < p ? 3 x - - p 2 y  

g e g e b e n ,  50 ist, w e n n  αὐ, ψ́ ,. 2' die C o o r d i n a t e n  der t a n g i r e n d e n  Fläche zweiter 
O r d n u n g  b e z e i c h n e n ,  e e  G l e i c h u n g  dieser F l ä c h e :  

« - ξ (  πο νυ ἔρω γρ + 2  { τ ο ρ ι  γιὸς [ 2 2 7  7 )  

Für einen beliebigen Punkt der cylindrischen Fläche, z. B. = P ,  9 5 0 ,  2 = p .  

geht diese G l e i c h u n g  der (ang renden Fläche in folgende über: 

1 9  Σ  γ χ - - η μ - - .  (ILI -  4 9 7 2  Ζ τ ρ ι ς  ( " - - ν  Ω Ν  Y') 

W e r d e n  nun die u n a b h ä n g i g e n  Z u n a h m e n  von x und Y beliebig gross gesetzt, 80 

U T E  d e z  . . . . Ν Ε  2 3  
findet m a n  die G r ö s s e n  der z w e i t e n  D i f f e r e n z i a l i e n  = ,  

d x ?  d x d y  ΠᾺ d y “  
W i r d  d z = d y = p  

gegetzt, 80 bezeichnet E E  diejenige R i c h t u n g  der cylindrischen Fläche, in w e l c h e r  

ihre tangirende Fläche erster O r d n u n g  mit ihr Selbst z u s a m m e n f ä l l t  (wie oben ge- 

funden w u r d e ) ;  es ist daher d ' 2 = 0 ,  d * 2 = 0 .  Und in der That Sind für die W e r t h e  

d p ,  d y = = p : ;  

also 

d =  ZF 2 2  I I M  E O .  
X,Y y? 

A b e r  für alle a n d e r e n  W e r t h e  v o n  e a  Z. B. d z = P p ,  d y = = 2 p ,  folgt: 

2 4 8 
d“ Ἐ Π  9 } ;  d 2 - 5 )  αἴ 5 - - - - Ὁ } }  

also 

2 
0 2 - 3  ». 

Es k ö n n e n  daher die partiellen, wie die totalen Diſfferenzialien ihrer Grösse und 

L a g e  nach b e r e c h n e t  w e r d e n ,  Sowie Sie auch mit Hilfe ihrer t a n g i r e n d e n  Flächen 

erster und zweiter O r d n u n g  ihrer Grösse und L a g e  nach construirt w e r d e n  können. 

Geometrische Ableitung der Gleichungen der eylindrischen Flächen. 

Die B e d i n g u n g s g l e i c h u n g e n  der cylindrischen Flächen k ö n n e n  auch unmittelbar 

" d u r c h  g e o m e t r i s c h e  B e t r a c h t u n g e n  g e f u n d e n  w e r d e n .  

Eine cylindrische Fläche entsteht nämlich, w e n n  durch alle P u n k t e  einer C u r v e  

( L e i t u n g s c u r v e )  g e r a d e  und unter Sich parallele Linien gelegt, und durch eine e i n z i g e
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F l ä c h e  v e r b u n d e n  w e r d e n .  -  W i r d  d u r c h  den A n -  
"ἢ f a n g s p u n k t  der C o o r d i n a t e n .  O, die Linie O P  pa- 

?  Z e  ἱ rallel mit allen L i n i e n  der e y l i n d r i s c h e n  F l ä c h e n  gelegt, 
1 9 . 1 ,  " 7  δι 50 m a c h e n  alle Durchschnittslinien der cylindrischen 

, / 6  / | } Flächen dieselben W i n k e l  mit den Coordinaten, wie die 
i i m  i k  δὰ Linie OP. Sind O P “  und O P "  die Projectionen von O P  
| 07 / | χὰ uf die Ebene X Y  und X Z ,  80 ἰδὲ die Linie O P  

/ “  / / « “  VN durch die beiden G l e i c h u n g e n  b e s t i m m t :  

1  ||, ὁ γ́ Ξεαα, πίπεβα, 
/ 7  κ ὴ Ὁ  m  ISt nun R S  eine gerade Linie der oylindrischen 

/ / / / / ϑ Fläche, und Sind H ' S '  und R S “  ihre Projectionen 

auf die E b e n e n  X Y  und X Z ,  50 ist für diese Linie 

die Linie be gleich ψ. und die Linie cn gleich 2, 

w e n n  Oc gleich x g e n o m m e n  wird. Es ist daher b e = a c - + a b ,  e n = c m - + - m n n  , oder 

ψ ε ε σ α α - ἰ - α ὐ ,  z = P x + m n y ,  für alle P u n k t e  dieser D u r c h s c h n i t t s l i n i e  R S .  F ü r  diese Linie 

Sind d a h e r  ab u n d  m z  c o n s t a n t .  o d e r  a b = = q . 2 m  

Diess gilt aber nur für alle Punkte dieser Linie der cylindrischen Fläche, nicht" 

aber für die übrigen Linien, Z.B. φ ῶ :  für diese bleiben wohl ἃ und β' diegelben Co- 

eſſicienten, a b e r  «'b“ und m n .  ἃ, ἢ. die E n t f e r n u n g e n  ihrer P r o j e c t i o n e n  von den 

P r o j e c t i o n e n  O P '  u n d  O P “ ,  Sind für  die v e r s c h i e d e n e n  Linien v e r s c h i e d e n .  -- D i e s s  

gilt für jede a n d e r e  mit O P  parallele Linie der c y l i n d r i s c h e n  F l ä c h e  und die L i n i e n  

C a b , m n ) ,  (a'b'.m'n'), ( a “ ' b ' , m ' n )  etc haben zwar unter Sich cinen b e s t i m m t e n  Q u o -  

ψν 5 8. P P  X 

. . . . .. . ab a'b' 
tienten, der für alle Punkte der j e d e s m a l i g e n  Linie constant ist: - - = = q ;  - 5 - = = 9 ' ;  

m n  m n  

a b “  . .  
m i n  = = 9 "  etc. etc. ; aber diese Quotienten q, q', q'' etc. müssgen Selbst irgend F u n c -  

lionen von einander Sein, die durch die Gleichung 'der 'cylindrischen Fläche g e g e b e n  

Sein 'müssen. “ 

Da ab== K O ,  m a u = = C O  und K O  und C O  die C o o r d i n a t e n  eines Punktes M  der 

DurchschnittsScurve K M C  gind, in der die cylindrische Fläche die E b e n e  Y Z  durch- 

S c h n e i d e t ,  . 50 w e r d e n  die z u s a m m e n g e h ö r i g e n  W e r t h e  von K O  und C O  (von ab und 

m a )  durch eine Curve dargestellt, und die C o o r d i n a t e n - G l e i c h u n g  dieser Curve drückt 

die O p e r a t i o n e n  aus, die mit den W e r t h e n  K O  und C O  v o r g e n o m m e n  w e r d e n  mügssen, 

damit Sie einander gleich werden (z. B. Y = = a x ,  Y = = a x - - % 7  etc.). D a r u m  kann ganz 
allgemein gesagt w e r d e n  : eine Operation, die mit ba v o r g e n o m m e n  wird, macht diese 

gleich der Linie m z ,  w e n n  mit ihr ebenfalls eine O p e r a t i o n  v o r g e n o m m e n  wird, oder 

p l a b ) = f m n ) ,  und diese G l e i c h u n g  verbindet alle einzelnen W e r t h e  von 9. φψ', 9“ etc. 

D a  n u n  Y y = a x + a b ,  2 = 8 x - F m n ,  a b = y - 4 % ,  m i = 2 - P y  und p ( a b ) = f m n )  

iSt, 80 folgt, dass auch p ( y - a x ) = / ( 2 P X x )  Sein müsse. 

Diess ist die von Differenzialien freie B e d i n g u n g s - G l e i c h u n g  jeder cylindrischen 

Fläche. Ist daher die G l e i c h u n g  irgend einer Fläche g e g e b e n ,  50 ἰδὲ Sie nur dann 

oylindrisch, w e n n  Sie die B e d i n g u n g  erfüllt, dass p ( y - - a x ) = f ( 2 - - 8 x )  gesetzt w e r -  

den k a n n .
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Zusat2z. Sind in der B e d i n g u n g s g l e i c h u n g  P ( Y - - a x ) = / ( 2 - - 8 x )  die C o n s t a n t e n  

α und β' einzeln gleich Null, Steht also die e r z e u g e n d e  gerade Linie Senkrecht auf 

der E b e n e  Y Z ,  so drückt die G l e i c h u n g  p y = = f 2  die C o o r d i n a t e n g l e i c h u n g  einer Curve 

aus, die in der E b e n e  Y Z  liegt. und durch deren Punkte Sich die charakteristische 

Linie f o r t b e w e g t ,  und 80 die eylindrische Fläche erzeugt. 

Diese A b l e i t u n g  der B e d i n g u n g s g l e i c h u n g  der cylindrischen Flächen ist rein g e o -  

metrisch und aus den e l e m e n t a r e n  E i g e n s c h a f t e n  dieser Flächen gelbst e n t n o m m e n .  Alle 

g e r a d e n  L i n i e n  Sind unter Sich parallel; die e i n z e l n e n  P r o j e c t i o n e n  Sind mit den P r o -  

jectionen der L i n i e  O P  parallel. Die einzelnen Projectionen Sind aber v e r s c h i e d e n  

weit v o n  den Linien O P “  u n d  O P “  entfernt; ihre j e d e s m a l i g e n  E n t f e r n u n g e n  m ü s s e n  

d a h e r  d u r c h  O p e r a t i o n e n  ( G l e i c h u n g e n )  auf e i n a n d e r  r e d u c i r t  w e r d e n  k ö n n e n ,  und 

diese G l e i c h u n g e n  m ü s s e n  aus den G l e i c h u n g e n  der g e g e b e n e n  Flächen ableitbar Sein. 

Z u s a t z .  Aus der ersten B e d i n g u n g s g l e i c h u n g :  p ( Y - - a x ) = / ( 2 - - b 6 3 x )  kann durch 

D i f f e r e n z i r u n g  die zweite B e d i n g u n g s g l e i c h u n g  abgeleitet w e r d e n .  W i r d  nämlich z . B .  3x 

als Function von Y und 2 g e n o m m e n ,  50. ἰδ: 

d C p l y - - a x ] )  dx d 1 2 - - 6 b x 1 D  εχ] 
π ί ε  Τ Ὴ Ν  ἀ γ - - α  7  τ α ν  J T  iz dz | )= S e e  ( 4 = - d  [ 5  u  dy τ ς  1 )  

und d a  ψ und 2 von einander u n a b h ä n g i g  Sind, 50. zerlegt Sich diege G l e i c h u n g  in 

folgende zwei G l e i c h u n g e n :  | 

=  a  d J l z - b x D d y - a s  ( -  “ ἢ  

  

      

  

  

dy; d i g l y - - a r D d ( z - b x  

< a  d f l z - - b x z D . d q - a x )  L b  az, 
d C g l y - a x ) D . d - b 3 x )  i w )  

  

W i r d  der Factor rechts des Gleichheitszeichens eliminirt, 50. folgt: 

  

  

1 - a z  “ ὡ ς  

Μ Ν  dz 

vie |  1 - 0 5  el 

o d e r :  

. - - ἃ  F m  E r .  

  

  
    

W e r d e n  statt yy und 2 je zwei a n d e r e  C o o r d i n a t e n  als die u n a b h ä n g i g e n  V e r ä n -  

derlichen g e n o m m e n ,  850 entstehen zwei ganz analoge B e d i n g u n g s g l e i c h u n g e n .  

Endlich wird durch W e m a g  n r u  die dritte B e d i n g u n g s g l e i c h u n g :  

  

  

      

   

α  CL d x !  

5 5 2  B E I G E  dar H a y e s  D E E R  d i m .  =  

o d e r  : 

E E  d o s ?  j h  d e  

d y d z  |  (ay?) 

und ἐν constant g e f u n d e n ,  w o f ü r  auch die zwei G l e i c h u n g e n :
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a P x  

6 |dzdy   
d z !  ὃ ]  dz „ d z  M e  
a y  aldzdy? dz 

  

gesetzt w e r d e n  können. 

U m g e k e h r t  wird auch aus der B e d i n g u n g s g l e i c h u n g :  

d x  ? δ α  Ξ Ε  nd ( W C  
qydz | αι (dz ἃ -  

durch Integration die B e d i n g u n g s g l e i c h u n g  mit partiellen Differenzialien erster O r d n u n g ,  

und durch neue Integration die von Differenzialien freie B e d i n g u n g s g l e i c h u n g  der cy- 

lindrischen Flächen gefunden. Diese Integrationen unterliegen keiner weiteren S c h w i e -  

rigkeit. 

      

D e n n  es folgt z. B. aus den G l e i c h u n g e n :  

      

   
  

  

  

  

  

  

  

    

d z  
(ΤΣ Β Έ ς -  d?2 ἢ Ο Ν  d d l  “ Ὁ  

᾿ἀχάμ | j d z ?  d s  (dz) UU 
dy? 

-  „(dz ἃ [ἀς dz; 
dass: Γ Ξ  e e n  σ ὰ  ay? * “ 9  =  d E  d y  Sei. 

Und daraus folgt, dass: 

ἐξ. οὐδ Π Ε Σ  a.) 

. . α ς  1? α ὖ  |d?2 . 
Sei. F e r n e r  findet m a n  aus der G l e i c h u n g :  | Tx d r d y l  dei lady) w e n n  man mit: 

P Z  | ΝΟΣ i g .  
ἄ ρ ῃ  [ = O ]  dividirt : 

d?2 E E  Τ ῇ  i ἀξ T s  τὶν αἰδο: τ <=> Ι. 
ἀράν ΞΟ Δ  C a y  (1) 

1) Die P e i n  en (1.) und (I1.) S t i m m e n  v o l l k o m m e n  mit e i n a n d e r .  und mit den 

  

G l e i c h u n g e n :  1--- - a f  dy x |  - b  2 2 - 0  etc. etc. überein. 

Aus der V e r b i n d u n g  der beiden G l e i c h u n g e n :  

dz Π Σ  -  1 (IE 
4  ἄχ ἦι} Ξ ε  i z           

  

   

[72 z z  3 und Β Ε  ἄμ F u n c t i o n e n  von einander Sind, D e n n  in den ersten O p e r a -  

tionen der D i f f e r e n z i r u n g  wird b e w i e s e n ,  dass, w e n n  w = = f a  ist, auch d w )  =-f"a, dia) 

folgt, dass 

Sei, und dass u m g e k e h r t  die G l e i c h u n g  g e l t e  : W a  „ w ) ,  oder dass allgemein die 

G l e i c h u n g e n  gelten: d ( w ) = f , a d ( a )  u n d  d = ;  d w ) .  p 
χά rA Δ
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Sind aber Ἐ Ξ  und j z  F u n c t i o n e n  von einander, 50 Sind auch 2 %  und 2 5  
dz dy a n ;  4 - 7  

F u n c t i o n e n  von einander, oder es findet die G l e i c h u n g  Statt: P I Z  = ] ,  wel- 
       

ches die von Differenzialien freie B e d i n g u n g s g l e i c h u n g  der oylindrischen Flächen ist, 

V .  

V e b e r  die c o n i s c h e n  Flächen. 

Ist in den beiden G l e i c h u n g e n  der d e v e l o p p a b l e n  Flächen: 

    
   

  

d'z | 
d y  ἀ χ ά μ ,  ? = |  'd'2 
d s  dd2 E n  Π Ρ  ἄ ρ  Ν 

| d'z 

die Grösse ἐ π ά ν  oder ἐ ν  eine constante Grögsse, 50 ἰδὲ die untersuchte Fläche eine 

ἂν 
c y l i n d r i S e h e  ; ist dieser A u s d r u c k  aber eine v e r ä n d e r l i c h e  G r ö s s e ,  50. ist die Fläche 

conisch, w e n n  noch eine fernere (Sogleich zu b e s t i m m e n d e )  B e d i n g u n g s g l e i c h u n g  Sstatt- 

      

  

αἷς Π Ν  
. + W Y S S  ὦ  
ſindet. D e n n  ist: " = = u ,  worin zu eine beliebige Function der v e r ä n d e r -  

[αἷς Τ Ξ  d r  

dy“ 

lichen G r ö s s e n  Xx, Y, 2 a u s d r ü c k e n  kann, 50 ( B t  dass Ζ Ξ  { π ὰ  Ἄ Σ  ἀ μ ) "  und aus der 

. E r  | 1 1 d 2 z  Gl ἀξ d d s  eichung : Z u r  E i  folgt, dass F E R T  7 1  
  

K E I M  d z  K E I L E ;  
Aus der V e r b i n d u n g  der beiden G l e i c h u n g e n :  | T e d y  [ = U  | d y  d y  ἂμ π α  | 

. d2 id «ιν . . , 
geht hervor, dass 5  | und d r  | g e g e n s e i t i g  F u n c t i o n e n  von einander Seien. 

            2| . . 0 » .  
iSt mit f o l g e n d e r  identisch: “ 

d =  Y 

c y l i n d r i s c h e n  F l ä c h e n  a n g e f ü h r t e n )  G l e i c h u n g e n :  w = - f w ,  d =  π ο  d = ,  d w )  

  

D e n n  die G l e i c h u n g  ἀ ὼ  

und 5  H i s )  ; 
d x d y '  u i d ?  

  

dy? 
| 

- d  Ξ Ρ  u n d  aus den f r ü h e r e n  (bei den 
uU κ α  

e i g  

    

                   

      

ſolgl. dass: = o  oder dass die beiden partiellen Differenzialien F u n c t i o n e n  

von einander Seien. 

5 ,  *
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dz d; . 
τ  7 }  u n d  1|::--- Z  folgt f e r n e r ,  w e n n  die 

y 

Aus den G l e i c h u n g e n :  4 ΕΞ =             

    

willkürlichen Z u n a h m e n  dy und dz gleich 7--Y, 5--X% gesetzt w e r d e n  (worin ἢ und 

5 die C o o r d i n a t e n  der g e r a d e n  Linie a u s d r ü c k e n .  in w e l c h e r  die d e v e l o p p a b l e  Fläche 

geschnitten wird): 

  

  

  

  

  

daa G e r i g  
" - ( ἡ  ΤΙ ΚῚ Z E  7  

Ἢ  w S  Ἣ Ν  2 ) +  
i u .  1-4 is 2 ε ἰ  

ἂ χ  S - p i d y '  E x  

G a )  Ζ: = |  2 . 2 4 6        

für a ,  Y = ;  wird C = 2 = 5 ,  und es gilt die Gleichung: 

dz E + 6 - 7  

    

. εἶσ] .. 
( 5 - 2 )  “ , Ξ ῖ ῦ τ - α  

Dieses ist aber die G l e i c h u n g  der t a n g i r e n d e n  E b e n e  zu einem Punkte der ge- 

g e b e n e n  F l ä c h e .  Ist n u n  ( w a s  ein b e s o n d e r e r  Fall der v o r h e r g e h e n d e n  a l l g e m e i n e n  

G l e i c h u n g  ist) diese G l e i c h u n g  noch gültig, w e n n  &, 7), & mit einander constant ge- 

n o m m e n  und mit ξ́ , γ, ξ́  bezeichnet w e r d e n ,  50. g e h e n  durch den Punct: 5“, γ́ , & 

alle tangirenden E b e n e n  der Fläche. Und diess ist die e i g e n t h ü m l i c h e  G l e i c h u n g  der conischen 

F l ä c h e n .  D e n n  Jede F l ä c h e ,  w e l c h e  die K i g e n s c h a f t  hat, dass alle ihre t a n g i r e n d e n  E b e n e n  

d u r c h  einen e i n z i g e n  P u n k t  g e h e n ,  ἰδὲ eine c o i s c h e  F l ä c h e ,  u n d  dieser P u n k t  ( 2 ' . 7 / , 5 )  

iSt der Scheitel des Kegels. Jede Fläche ἰδὲ daher eine conische Fläche, w e n n  Sich 

drei constante G r ö s s e n  ξ', ή , €, 50 w ä h l e n  A S S E  dass die Gleichung: 

v e  M E S C H E L E N  - - - -  

  

= “  

d y  T =  

erfüllt w i r d .  

In dieser A b l e i t u n g  der E i g e n s c h a f t e n  der conischen Flächen haben wir zugleich 

die B e d i n g u n g s g l e i c h u n g  mit partiellen Differenzialien erster O r d n u n g  g e f u n d e n  : 

Z I E H N  E F  
und +  A  F u n c t i o n e n  von e i n a n d e r  ( w i e  bereits b e w i e s e n  ist). 50 

    

  

S i n d  n u n  
  ἅν 

    ἢ x - -  , . 
f o l g t ,  d a s s  a u c h  " π ε  u n d  =  y F u n c t i o n e n  v o n  e i n a n d e r  S e i e n ,  o d e r  d a s s  die 

G l e i c h u n g  Stattfinde : 

φῇ < =  3 ) ,
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welches die von partiellen D i f f e r e n z i a l i e n  freie B e d i n q u n g s g l e i c h u n g  der c o n i s c h e n  

Fläche isl. W e n n  Sich daher in der G l e i c h u n g  einer g e g e b e n e n  Fläche drei C o n -  

Stanten ζ́ , 79'/, 5' 80 w ä h l e n  lassen, dass die Gleichung : 

( I =  ( 2 )  
Stattfſindet, 80 gehört die G l e i c h u n g  einer conischen Fläche an. 

  

Bei den U n t e r s u c h u n g e n  über die c o n i s c h e n  Flächen Sind allgemein folgende 

F r a g e n  zu eröriern: 

1) N a c h  w e l c h e n  Criterien findet m a n ,  dass eine g e g e b e n e  Fläche cine K e g e l -  

fläche Sei? 

2) W i e  wird der Scheitel eines Kegels bestimmt, w e n n  die G l e i c h u n g  der K e g e l -  

fläche g e g e b e n  ist? 

3) W i e  wird die L a g e  der g e r a d e n  Linien b e s t i m m t ,  in w e l c h e n  die Kegelfläche 

geschniltien w i r d  Ὁ 

4) W i e  w i r d  die L e i t u n g s c u r v e  des K e g e l s  b e s t i m m t  ? 

5) W e n n  der Scheitel und die L e i t u n g s c u r v e  des Kegels g e g e b e n  Sind, wie wird 

die Kegelfläche Selbst b e s t i m m t  ? 

1. Criterien der Kegelflächen,. 

Wir haben für die conischen Flächen die b e k a n n t e n  B e d i n g u n g s g l e i c h u n g e n  ge- 

funden: 

(E'=4x) Β Ε  ΩΣ | = ( 5 ' = - 2 ) ,  

u n d :  

  p y  7 H =  ( 2 ) .  

worin ξ́ , 7%; € die C o o r d i n a t e n  des Scheitels Sind. 

Yiel einfachere und leichtere Criterien g e w ä h r e n  jedoch die G l e i c h u n g e n  : 

  

α ς  | α ὐ  Σ 

w ä g   ἰἀτάμ 1 
( E z  I (zl Zu 
(är dx?   

  

worin zz irgend eine beliebige F u n c t i o n  der v e r ä n d e r l i c h e n  G r ö s s e n  43, 9, 2 ausdrückt. 

=- So oft diese G l e i c h u n g e n  mit einander Stattfinden, ist die Fläche eine conische 

Fläche. 

2. B e s t i m m u n g  des Scheitels eines Kegels. 

Die C o o r d i n a t e n  des S c h e i t e l s  eines K e g e l s  k ö n n e n  n a c h  j e d e r  der o b e n  ent- 

wickelten R e i h e n  der B e d i n g u n g s g l e i c h u n g e n  g e f u n d e n  w e r d e n .  F o l g e n d e s  V e r f a h r e n  

halten wir aber für das leichteste und einfachste. |
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Da für den Scheitel des Kegels die tangirende E b e n e  u n b e s t i m m t  bleiht, also 

  

  

        

  

E e  ὃ  ist, 50. m ü s s e n  f o l g e n d e  G l e i c h u n g e n  Stattfinden: 

ι d?2 | d z  Τ Ὴ Ν  
d d  b d  ( d p d  0  

2 a  0  1dz π ὶ  
dy? da? 

a l s 0  : 

| ἄ ς  - 0  T 2 | = 0 ,  ὦ 
ἀ κ α ν "  Π Ν  0, dy? -  

  

Aus diesen drei G l e i c h u n g e n  k k ö n n e n  die drei C o o r d i n a t e n  des Scheitels €, 77, ζ' 

leicht b e s t i m m t  w e r d e n .  

3. B e s t i m m u n g  der g e r a d e n  L i n i e n  , in welchen die Kegelfſlächen geschnitten werden. 

M a n  findet Ρ Ξ  ΞΞ---- τῶ. A u f  d i e s e l b e  A r t  f i n d e t  m a n  E w  D a r a u s  w e r d e n  die 

G l e i c h u n g e n  abgeleitet: 

G - Y ) = - u G - 2 x ) ,  G - 2 - u f i - 2 ) ,  
w o d u r c h  die L a g e  jeder g e r a d e n  Linie im Punkte x,9,2 der g e g e b e n e n  Fläche be- 

Stimint ist. 

4. B e s t i m m u n g  der L e i t u n g s c e u r r e  einer HKegelfläche. 

Es k ö n n e n  unendlich viele L e i t u n g s c u r v e n  einer Kegelfläche aufgestellt w e r d e n .  

je n a c h d e m  die Kegelfläche von einer E b e n e  oder von einer andern Fläche in belie- 

biger R i c h t u n g  durchschnitten wird. Die V e r b i n d u n g  der Kegelfläche und der durch- 

S c h n e i d e n d e n  E b e n e  oder Fläche b e s t i m m e n  die G l e i c h u n g e n  der L e i t u n g s c u r v e .  A m  

E i n f a c h s t e n  ist es, die Kegelfläche durch E b e n e n  zu d u r c h s c h n e i d e n ,  die mit den Co- 

o r d i n a t e n e b e n e n  parallel Sind. D a d u r c h  erhält man die L e i t u n g s c u r v e n  in den Coordi- 

n a t e n e b e n e n ,  i n d e m  m a n  x, oder 4, oder 2 gleich beliebigen C o n s t a n t e n  Setzt, und 

die einzigen W e r t h e  ausschliesst, die mit den C o o r d i n a t e n  des Scheitels z u s a m m e n -  

fallen. D e n n  die L e i t u n g s c u r v e  im Scheitel ist gleich Null, 8150. u n b e s t i m m t .  

5. B e s t i m m u n g  der Kegelfläche aus d e m  Scheitel und der Leitungscurve. 

Diese A u f g a b e  wird aus der E i g e n s c h a f t  der conischen Flächen gelöst, nach 

w e l c h e r  alle g e r a d e n  Linien, die durch den Scheitel g e z o g e n  w e r d e n ,  auf der K e g e l -  

fläche liegen, 4180 die L e i t u n g s c u r v e  treffen. 

Sind die G l e i c h u n g e n  der L e i t u n g s c u r v e  : 

F e  «2 ) Ξ Ξ Ό ,  f ( 2 ' , 9 " 2 ' ) = 0 ,  

die C o o r d i n a t e n  des S c h e i t e l s ,  ξ΄,η4,ζ΄, und die C o o r d i n a t e n  i r g e n d  eines P u n k t e s  der K e g e l -  

fläche (x.9,2) g e g e b e n ,  80 Sind die G l e i c h u n g e n  der g e r a d e n  Linie, die durch den Scheitel,
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einen P u n k t  der L e i t u n g s c u r v e  ( 2 ' , 9 ' , 2 )  und einen P u n k t  der K e g e l f l ä c h e  (43:,9,5) 

g e z o g e n  wird: 
Ο Ν  7 '  4 7 7  

Z / - - 5  g - -  €  W Ä  I % - -  0  
  

Diese beiden G l e i c h u n g e n  mit den G l e i c h u n g e n  der L e i t u n g s c u r v e  F ( 2 , 4 ' , 2 ' ) = = 0  

und 1 , 2 } ,  , 2 ΞΞΟ v e r b u n d e n ,  g e b e n  vier G l e i c h u n g e n ,  durch w e l c h e  die Grögsgen 

α΄. Y', 2  eliminirt w e r d e n  k ö n n e n .  D a d u r c h  erhält m a n  eine neue G l e i c h u n g  

z w i c h e n  den C o o r d i n a t e n  der Kegelfläche und des Scheitels, die für alle ge- 

raden Linien in der Kegelfläche gilt, und alle P u n k t e  der Kegelfläche Selbst be- 

0 - 5 "  u n d  I  γ' Stimmt. Diese E n d g l e i c h u n g  ist eine Function von Z T  < L i  die auch in 
> 

f o l g e n d e r  F o r m  dargestellt w e r d e n  k a n n  : 
χ - - ἶ '  - - γ '  

C =  ; )  ( =  ζ . “  Ξ Ξ  

w e l c h e s  die von Differenzialien freie B e d i n g u n g s g l e i c h u n g  der conischen Flächen ist. 

B e i s p i e l e  zu d e n  c o n i s c h e n  F l ä c h e n .  

 B e i s p i e l  1. Es Sei die Fläche von der G l e i c h u n g  g e g e b e n  : 

9x + 9 1  - - 2 - - 5 4 a x  - 7 2 a y + 1 2 9 2 4 + 1 8 9 9 2 0 = .  

  

  

      

  

    

Es ist 

d u  d u  d u  
5  1 8 x  - - 5 4 q ,  Ν Σ  α ς  1 2 4 - - 2 2 .  

d u  d u  d u   d u  
u  18; a p  1 ,  4 :  2, T z  0 et« 

a l s 0  : 

jen du 
d z  ἄ χ  9.--ῶἴα ς ΄  Γ Ε  ϑυ---8θα 
d s  ἀ μ  2 - 6 0  ' d y  d u ]  Zz--6a 

ἂς, |  

d?2 9 U 2 - 6 a P - Ä A x - a P )  F z  9 C 2 - - 6 a 1 ' - - Ä y - - 4 a ) )  
d e ? “  Z ( 3 - 6 4 ) ?  " a p  H ( 2 - 6 a ) ?  ' 

d:z 9 . 9 0 2 - - 3 a ) - 4 a )  
ἀ χ ά  2 - 6 3   ́

N u n  ἰδὲ. 

W E R  ἐ ξ  Ὅ Σ :  9 4 x - - 3 q )  ' ψ -  4α)). ϑ ι ς - θ α ῇ  --θ[5;--2α7}.[ςΦ--θα]:-- - θ ί ῃ - - 4 4 } }  

ἀχάμ᾽, 1da?ild Ἐ Ξ  (“--θα)3 | 

    

Soll dieser A u s d r u c k  gleich Null Sein, 50. muss die G l e i c h u n g  

8 1 ( x - - 3 a 9 ) ( y - - 4 a ) " =  ( 2 - 6 4 )  9 %  - - 3 4 8 ) ( 2 - - 6 a ) ? - - N y - - 4 a ) ?  

Stattfinden. 

Nun folgt aus der g e g e b e n e n  G l e i c h u n g  der Fläche, dass 

G - 6 a ) / = 3 - - 3 a Y - 4 + - N y - - 4 a ) ? ,
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Es ist daher 

S 1 C Y - - 3 4 0 ) 2  9 - 4 9 ) ?  9 0 - 4 9 )  9 ( 2 - - 3 0 ? ,  

alsv obiger A u s d r u c k  : 

    

        

  

  
  

Ι d s  |? d z  α ς  

d z d y  | " d z ? !  dy? 

gleich Null. 

d?2 α ς  

Daraus folgt, dass die Fläche d e v e l o p p a b e l  Sei, Und da die A u s d r ü c k e  : Ἔ Τ Ι  I und I d  

dx? ἄγη} 

F u n c t i o n e n  erster O r d n u n g  v e r ä n d e r l i c h e r  G r ö s s e n  Sind, So folgt, dass die Fläche 
Selbst eine conische 56]. Es ist nämlich: 

d z  d z  
d z d y  3 - 3 4  d a d y  Y - - 4 a  
2 2  Y - 4 a ?  d z  x - 3 a  

  

- - - - . Ἔ  

  

dx“ dy? 

ἀξ diz 
Z u g l e i c h  Sind die A u s d r ü c k e :  E r d  . a r  e i n a n d e r  gleich, w e l c h e s  die B e -  

dz“ daxdy 

d i n g u n g s g l e i c h u n g  der d e v e l o p p a b l e n  Flächen ist. 

Zur B e s t i m m u n g  des Scheitels des Kegels dienen die G l e i c h u n g e n  : 

d z  ἀ ξ  d'z 

  

d e  ἄγ Ὁ ἀ ρ ά ν  δ̓ 
w o r a u s  die W e r t h e  folgen: ἀξξεξίξξϑα, ψ ε ξ η ξ ξ ά α ,  2 = % ' = 6 b a .  

Die a n d e r n  B o t i n g u n g s g ' e i c h u n g e n  der Kegelfläche gind: 

( =  - - 1  ( 0  0 1) (ξ΄--αὐ n e  - v Z  ἄγ. =b/-2; 

" Ξ Ξ  ὅτε 9ι 4  < <  
(3a--X).   7 T a  - Y Y - < - < - = - b a - 2 ;  

o d e r  : 

9 ( - 3 4 ) 2 - + N Y - - 4 a ) ? = ( 2 - - 6 a ) ? ,  

eine Gleichung, die ebenfalls mit der g e g e b e n e n  G l e i c h u n g  ü b e r e i n s t i m m t .  

2) Die von Diſfferenzialien freie B e d i n g u n g s g l e i c h u n g  der c o n i s c h e n  Fläche ist: 

Y - 7 /  -- 2-- ζ' 
o F  P C  8 )  
  

o d e r  : 

ψ---ἀα 2 - - 6 a  

/ ( z u )  P = - 3  

eine Gleichung, die ebenfalls Stattfindet, da 

Ἔ Ξ Ε  9 )  + 1  =  A L L  
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U m  eine L e i t u n g s c u r v e  des Kegels zu b e s t i m m e n ,  d u r c h s c h n e i d e t  man eine Axe, 

Zz. B. Z, durch eine auf Sie S e n k r e c h t e  E b e n e ,  indem m a n  in der G l e i c h u n g  2 = = z ,  

gleich einer Constante Setzt. D a r a u s  folgt: 

9 x ? - + 9 9  - - 5 4 x - - 7 2 y - 2 " - 4 1 2 4 2 / 4 + 1 8 9 9 2 > =  

Da die Coefficienten von x  und μ᾽ gleich Sind, 50 folgt, dass die D u r c h s c h n i t t s c u r v e  

jederzeit ein Kreis ist. Die Kegelfläche wird also durch Ebenen, die mit X Y  parallel 
Sind, in Kreisen geschnitten. -- Da obige G l e i c h u n g  auch in: 

C G ' - - 6 4 ) ? = 9 ( x - - 3 a ) + 9 y - - 4 a ) *  

zerlegt w e r d e n  kann, 50 folgt, dass für alle D u r c h s c h n i t t s k r e i s e  der Kegelfläche die 

W e r t h e .  x - - 3 a ,  Y - - 4 a  auch, ( 2 - - 6 a )  gleich Null m a c h e n .  Es ist daher der Radius 

2 ,  und die Mittelpunkte aller Kreise H e g e n  in einer und der- 

Selben, auf X Y  g e n k r e c h t e n  g e r a d e n  Linie. Der Kegel ist also ein g e w ö h n l i c h e r  Senk- 

rechter Kegel. -- Die D u r c h s c h n i t t e  der Kegelfläche mit E b e n e n ,  die mit X Z  und 

Y Z  parallel Sind, geben H y p e r b e l n  als L e i t u n g s c u r v e n  der Kegelfläche. 

. . . 2  
eines jeden Kreises 

B e s t i m m u n g  der Fläche, welche die gegebene Fläche in zweiter O r d n u n g  tangirt. 

Die G l e i c h u n g  der t a n g i r e n d e n  Fläche zweiter O r d n u n g  ist: 

2 = e +  ße Hp y F O  F r  YF λυ"; 
1 d ? z  9 ( 2 - - 6 a ) ?  T I N E  B  S 1 - 4 a ) Y  

2 4 a ?  2 ( 2 - - 6 a ) *  τ 2 ( 2 - - 6 4 ) ?   ̓

f d s  8 1  ( α - - - 8 α ) } }  

 2 d y *  2 ( 2 - - 6 a ) ?  ? 

ἀ ξ  S U L - - 3 a 3 - - 4 a )  
T d e d y  ( 3 - 6 a ) ?  

0    

  

  

U U .  8 .  w .  

W e r d e n  diese W e r t h e  Substituirt, 80 erhält m a n  die Gleichung der t a n g i r e n d e n  

F l ä c h e :  

8 1 ( y - 4 a ) ?  
E B E L  en 6 4 )  x? 4 8 1 - 3 0 1 4 )  „1 1 81(p--3a)? 

G - 6 a i  I T2G-6a)2 7 
Die tangirende Fläche zweiter O r d n u n g  ist also für den Kegel nicht eine conische, 

S o n d e r n  eine cylindrische Fläche, da 

    

  

d z  

d x ' d y  Y y '  Y - 4 a  
d e e r  ( x - 3 a )  

d y “ :  

eine constante Grösse ist. Die Coefficienten x und Y d r ü c k e n  nämlich die C o o r d i n a t e n  

der g e g e b e n e n  Kegelfläche für d e n j e n i g e n  Punkt aus, für w e l c h e n  die tangirende Fläche 

zweiter O r d n u n g  gesucht wird. 

Die C o o r d i n a t e n  2'/, x, Y' Sind die v e r ä n d e r l i c h e n  C o o r d i n a t e n  der t a n g i r e n d e n  

eylindrischen Fläche zweiter O r d n u n g  . die C o o r d i n a t e n  ὦ», Y, Ζ Sind die C o o r d i n a t e n  

ß
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der g e g e b e n e n  Kegelfläche, und Sie Sind für jeden b e s t i m m t e n  Punkt dieser Eläche, 

für w e l c h e  die tangirende Fläche zweiter O r d n u n g  gesucht wird, constant. Für den 

Scheitel des Kegels wird 2' u n b e s t i m m t .  Für diesen giebt es also e b e n s o w e n i g  eine 

b e s t i m m t e  tangirende Fläche zweiter O r d n u n g  (die überdiess n o t h w e n d i g  in eine E b e n e  

ü b e r g i n g e ) ,  als es für  ihn eine b e s t i m m t e  tangirende Fläche erster O r d n u n g  ( E b e n e )  

giebt. 

Beispiel. 2. Es Sei die G l e i c h u n g  der Fläche g e g e b e n :  

2 ? * - - X x Y ? = 0 .  

Diese G l e i c h u n g  kann in folgende u m g e ä n d e r t  w e r d e n :  

τὸς, μα [5]. 7’ 
Sie entspricht der von Differenzialien freien B e d i n g u n g s g l e i c h u n g  der conischen 

F l ä c h e n :  
( =  -  ψ - - - η !  

< < )  
für 5 / = 0 ,  γ ξ ξ θ ,  ζ ξ ξ θ ,  

Sie ist daher eine Kegelfläche, deren Scheitel im A n f a n g s p u n k t e  der C o o r d i n a t e n  

liegt. 

W i r d  die g e g e b e n e  Fläche nach der B e d i n g u n g s g l e i c h u n g  mit partiellen Differen- 

zialien erster O r d n u n g  untersucht, 50 muss z. B. die G l e i c h u n g  Stattfinden: 

( : - - ζ - - - - ξ  ἢ dz 

    

  

  

d a  

- y - 9 9  Z y  = 0 .  
dx 

Da 
Z E  Π Ν  m A   2 3 y .  

22? “  3 22? 
80 iSt 

„ 2 3 9  0. 

Diese B e d i n g u n g s g l e i c h u n g  findet wirklich statt für: ζ ξ ξ ξ ξ ξ η ξ ξ θ .  Es ist nämlich 

3 2 ? - - x Y ? - - 2 x 4 ? = 0 ,  2*==xY?, 

welches die g e g e b e n e  G l e i c h u n g  δῖ, 

U n t e r s u c h t  m a n  endlich diese Fläche nach der B e d i n g u n g s g l e i c h u n g  mit partiellen 

Differenzialien zweiter O r d n u n g ,  50. ist: 

  

    

π α ρ ᾽ ,  

und die partiellen Differenzialien nach 2 k ö n n e n  Sogleich direct abgeleitet w e r d e n .  

Es ist: 

E t  ν ᾽  ἀ ξ  2 z i  e z  ὁ  .  

ἀν ὃ δ ’  ἄ μ  3  d e  9 3   ̓

Ὅ ς  2 1 (2365 Mim 2 “ ἢ  
  
d z u  8 5  τ ᾿  ἀμ" 9 1" χ ά  EM: ν̓  Π Ὰ
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D a r a u s  folgt, dass 
       

  

  

    

  

  

[ M z |  | d z  j i  1 

d a ?  d y n  'drdy, I  E N  

Die F l ä c h e  ist also d e v e l o p p a b e l ,  und da z u g l e i c h  die G l e i c h u n g  Sstattfindet : 

αἷς ἄ ς  

ἀ χ ά μ ν  CL 9  da? 

>d?z | d z  | 

dy* d x d y ;  

  

  

ὕ SO ἰδὲ Sie eine c o n i s c h e  F l ä c h e ,  da der Q u o t i e n t  π ὰ  eine v e r ä n d e r l i c h e  G r ö s s e  ist, und 

die übrigen B e d i n g u n g s g l e i c h u n g e n  Stattfinden, 

Für 3 = 0 ,  Y y = 0 ,  2 = 0  w e r d e n  die partiellen Differenzialien zweiter O r d n u n g  

von ΖΦ gleich Null, der Scheitel des Kegels liegt daher im A n f a n g s p u n k t e  der Co- 

ordinaten, 

Die G l e i c h u n g e n  der g e r a d e n  Linien, in w e l c h e n  die Kegelfläche geschnitten wird, 

Sind: 

ἊΣ ebenso : d s  x .  oder: ὦ 9 - . -  9. 5 2  2 
dy x E s  2  E-% 20 

d y  4 .  
d x  

w o d u r c h  für jeden Punkt ἃ, Y, 2 die L a g e  der g e r a d e n  Linie b e s t i m m t  ist. 

Die L e i t u n g s c u r v e n  in E b e n e n ,  die mit den C o o r d i n a t e n - E b e n e n  parallel Sind, 

w e r d e n :  

für x = a ,  a y ? = 2 3 * ,  w e l c h e s  die G l e i c h u n g  einer S e m i c u b i s c h e n  Parabel ist; 

für Y = - b ,  6 2 x = 2 3 2 ,  w e l c h e s  die G l e i c h u n g  einer c u b i s c h e n  P a r a b e l  ist; 

endlich für 2 = c ,  X Y ? = e 3 ,  die G l e i c h u n g  einer b e k a n n t e n  Curve des dritien 

Grades. 

Die tangirende Fläche zweiter O r d n u n g  ist ohne S c h w i e r i g k e i t  zu b e s t i m m e n .  

-Beispiel 83. Es Sei die Schraubenlinie an einem S e n k r e c h t e n  Cylinder in den 

G l e i c h u n g e n :  

2 = = a . 7 . a r c . (  t a n g . Z )  . P 2 - + y < r ?  

g e g e b e n ,  und es Soll durch den A n f a n g s p u n k t  ihrer C o o r d i n a t e n  eine Kegelfläche con- 

Struirt w e r d e n ,  die durch alle P u n k t e  der Schraubenlinie h i n d u r c h g e h t .  

A u f l ö s u n g -  Da die C o o r d i n a t e n  des Scheitels des Kegels 

80, 1/0, 5/0 
Sind, S0 gelten für die g e r a d e n  Linien, die durch den Scheitel des Kegels in der 

Kegelfläche g e z o g e n  w e r d e n ,  folgende G l e i c h u n g e n :  

" p =  y = 7 2 .  

F e r n e r  Sind für  die D u r c h s c h n i t t s p u n k t e  der Kegelfläche und der Schraubenlinie 

die g e g e b e n e n  G l e i c h u n g e n :  | 
7] 

2 / = a r . a r e t a n g . Z  » 3 2 4  4Yy24+7?, 

ἜΣ;
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Aus diesen vier G l e i c h u n g e n  w e r d e n  die drei G r ö s g e n  3x, ψ΄. 2' am einfachsten 

durch folgendes V e r f a h r e n  eliminirt, Es ist: 
Y '  M  H ἡ 4 

P r .  arc.tang“- ; y L . a r . a r c . t a n g .  2 ; 
Ζ ἡ )  Ζ Xx 

2 1 4  

und da 4 - 0  iSt, 50 folgt, dass auch die G l e i c h u n g  Stattfinde : 

  

x . 
x / = T a r . a r c . t a n g . Z ;  y ' L a r . a r c . t a n g . Z .  

Ζ Xx 2 Xx 

Nun ist: 
a ?  a r ?  Y  4  y a r ?  Y  2  

„ p l ?  4 3 . . - , γ κ » - - -  ὦ  TL - -  ΓΑ X S Y P  =  57 a r o . t a n g . 2  [ Ὁ  τ: Ε Σ  N 

oder: | | 

2=-a]/ 2 + 9 2 a r e . t a n g . .  , 

w e l c h e s  die G l e i c h u n g  der g e s u c h t e n  conischen Fläche ist. 

D a s s  diese F l ä c h e  w i r k l i c h  eine c o n i s c h e  F l ä c h e  Sei, d a v o n  k a n n  m a n  Sich leicht 

durch D i f f e r e n z i r u n g  ü b e r z e u g e n .  

Es ἰδ: - 

    

    

αὐ arc.tan ,  Y a r c  8 %  
  

.  3 

( z + )  
y 
x  

b] 

Da: 'ax*arc.tang. 
  

3 
(224-492)? 

." d z  a x y a r c . t a n g . .  

w a y  CL 8. 
( 2 2 - 4 9 2 ) ?  

  

D a r a u s  folgt. dass: 

d z  α ς  | ἂ ς  
dat dye dzdy 

Sei. U e b e r d i e s s  ἰδὲ: | 

d'z εἴς 
dz? d x d y  ἢ 
d z  d z  x  

ἀράν dy 

  

Die Fläche ist also d e v e l o p p a b e l  und zugleich eine Kegelfläche, weil u = 7  e i n e
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v e r ä n d e r l i c h e  Grösse ist, und die übrigen B e d i n g u n g s g l e i c h u n g e n  Stattfinden. -- Die 

C o o r d i n a t e n  des Scheitels, für w e l c h e  die zweiten Differenzialien von ΖΦ einzeln gleich 

Null w e r d e n ,  Sind Y = 0 ,  x = 0 ,  w o r a u s  auch 2 = 0 .  folgt, 150 ξίξξθ, 7/'<0, 5 ' = 0 .  

Eine L e i t u n g s c u r v e  der conischen Fläche ist die g e g e b e n e  Schraubenlinie Selbst. 

Die mit den C o o r d i n a i e n - E b e n e n  parallelen L e i t u n g s c u r v e n  Sind f o l g e n d e  : 

a) parallel mit X Y :  

2 ' = a  2249 arc.tng.7 ; 

Diese C u r v e  ist die h y p e r b o l i s c h e  Spirale, wie m a n  Sich leicht ü b e r z e u g t ,  w e n n  

m a n  Statt der geradlinigen C o o r d i n a t e n  die P o l a r - C o o r d i n a t e n  durch die G l e i c h u n g e n :  
7  - - - - .  

v=arc.tan g  , γ ε  α" τὰ" 

w t  

Substituirt, D e n n  man erhält: = r v .  Diese Curve b e w e g t  Sich rotatorisch u n e n d l i c h e -  

mal um den A n f a n g s p u n k t ,  d. ἢ. um den Punkt 2' in der A x e  Z, ohne ihn je erreichen 

zu k ö n n e n .  Für 2 ' = 0  geht diese Spirale Selbst in einen Punkt, d. ἢ. in den Scheitel- 

punkt des Kegels über, Die Kegelfläche windet Sich daher Selbst u n e n d l i c h e m a l  um 

die A x e  Z ,  ohne gie zu treffen, ausser im Scheitelpunkt des K e g e l s ,  w o r a u s  die 

Gestalt der Kegelfläche v o l l k o m m e n  begriffen w e r d e n  kann. 

b) Der D u r c h s c h n i t t  der Kegelfläche parallel mit X Z  giebt die C u r v e :  

2 = + a f /  F w  aretang δ́  

Diese Curve besteht aus unzählig vielen g e t r e n n t e n  C u r v e n  von denselben C o o r d i n a t e n -  

G l e i c h u n g e n ,  da die Function a r t a n g .  7 unzählig viele W e r t h e  haben kann. Für Y = 0 .  

w e n n  also die D u r c h s c h n i t t s e b e n e  d u r c h  die A x e  Z  geht, v e r w a n d e l t  Sich die C u r v e  in 

2 = + . a x ( a r a t a n g . = 0 ) ,  2 = a x .  ( 2 n r ) ,  2 z = a x ( 2 n - + 4 1 ) 7 .  

Die Curve besteht also aus unzählig vielen g e r a d e n  Linien, die Sich in d e m  Punkte 

P = = 2 = 0 ,  d. b. im Scheitel des Kegels S ä m m t l i c h  d u r c h s c h n e i d e n .  

c) Der Durchschnitt der Kegelfläche parallel mit Y Z  giebt ganz ähnliche C u r v e n  

von der G l e i c h u n g  : 

z = + y / x "  "+9 arc.tang.Z.. 

Für x ' = 0  giebt die G l e i c h u n g  w i e d e r  unzählig viele gerade Linien: 

=  2  [ a ,  =  e O ]  ; 

die Sich S ä m m t l i c h  im Scheitel des Kegels Selbst d u r c h s c h n e i d e n .  

  

A n m e r k u n g .  Die B e d i n g u n g s g l e i c h u n g e n  der conischen Flächen k ö n n e n  auch 

unmittelbar durch g e o m e t r i s c h e  B e t r a c h t u n g e n  g e f u n d e n  w e r d e n .
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Es Sei Ὁ der A n f a n g s p u n k t  der C o o r d i n a t e n ,  C' 

der Scheitel der conischen Fläche, C P  eine G e r a d e  

in ihr ; 80 ist ihre Projection auf X Y :  C ' a P “ ,  W i r d  

durch ΟἹ parallel mit K X  die Linie C'b gezogen, 
80 iSt C ' K = - - Y ' ,  Οὐξε---αἹ, wo x' und ψ' die 
C o o r d i n a t e n  des Scheitels C darstellen. F e r n e r  sind 

P ' b  und br,  die C o o r d i n a t e n  ( y - - 9 ' )  und ( “ - - - ὦ 2  

des Punktes P, und es findet die G l e i c h u n g  Statt : 
/ 4 Ρ Ν   ͵

Ε Ξ  =  » O d e r  E L  =  G ü r  

es“ Auf dieselbe Art findet man in der E b e n e  X Z :  

  

  

N u n  g i n d  w i e d e r :  

  

E E N  ) = g i p  

und da a'r u n d  a r  die O r d i n a t e n  ψ' u n d  Z' für den A n f a n g s p u n k t  r in der E b e n e  

V Z  Sind, 50 Sind Sie F u n c t i o n e n  v o n  e i n a n d e r ;  ihre G l e i c h u n g  ἰδὲ die C o o r d i n a t e n -  

Gleichung einer L e i t u n g s c u r v e .  Es ist d a h e r  : 

p l a r ) = f a r ) ,  

(EL) 
w e l c h e s  die allgemeine B e d i n g u n g s g l e i c h u n g  der conischen Flächen ist, der A n f a n g s -  

punkt der C o o r d i n a t e n  m a g  wo i m m e r  g e n o m m e n  Sein. 

also a u c h  

         

D u r c h  partielle D i f f e r e n z i r u n g  erhält m a n  ganz auf dieselbe Art, wie bei cylin- 

drischen Flächen: 

d z  Z  |=0, (  

  

'dx - B I - +  l y  4 NI -- (2-2 ( x = 2 x ' ) - ( y  v i  (2--2*) 

worin 3, ν΄, 2" die C o o r d i n a t e n  des Scheitels der Curve darstellen. - 

ἰδὲ daher die Gleichung einer Fläche F ( x , Y , 2  ) = 0  g e g e b e n .  50 ἰδὲ diese Fläche 

d a n n  eine c o n i s c h e ,  w e n n  eine der G l e i c h u n g e n  (1) o d e r  (IL) h e r g e s t e l l t  w e r d e n  

kam. d. ἢ. wenn Sich Solche Werthe von α΄, Μ́ , Ζ' wählen lassen, die den 
obigen G l e i c h u n g e n  entsprechen, Die O p e r a t i o n e n  q und f d r ü c k e n  die O p e r a t i o n e n  der 

C o o r d i n a t e n -  G l e i c h u n g  der L e i t u n g s c u r v e  in der E b e n e  Y Z  aus, ganz analog den 

G l e i c h u n g e n  der cylindrischen Flächen. 

D u r c h  erneute D i f f e r e n z i r u n g  w e r d e n  dann die B e d i n g u n g s - G l e i c h u n g e n  mit par- 

tiellen Differenzialien zweiter O r d n u n g  g e f u n d e n .
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Ἧ Ι .  

V e b e r  die E v o l n t i o n s  - Flächen. 

F r o l u t i o n s - F l ä c h e n  n e n n e n  wir Solche Flächen, in w e l c h e n  die Sämmltlichen 

T a n g e n t e n  einer Curve doppelter K r ü m m u n g  liegen. Diese Flächen g e h ö r e n  ebenfalls 

zu den geradlinig k r u m m e n  Flächen, weil Sie in g e r a d e n  Linien (in den T a n g e n t e n  

d e r  C u r v e )  g e s c h n i t t e n  w e r d e n  k ö n n e n .  | 

W i r  Suchen die drei B e d i n g u n g s g l e i c h u n g e n  dieser F l ä c h e n :  die B e d i n g u n g s -  

g l e i c h u n g  ohne Differenzialien, die mit Differenzialien erster O r d n u n g ,  und die mit 

Differenzialien zweiter O r d n u n g ,  | 

U m  Sogleich die G l e i c h u n g e n  aller geradlinig k r u m m e n  Flächen abzuleiten, 80 Sei 

allgemein eine Fläche g e g e b e n ,  die in j e d e m  Punkte in einer g e r a d e n  Linie Ὅ ν »  

w e r d e n  kann, z. B. im Punkte a in der Linie αὖ. Die Pro- N I  

jection der Linie ah auf die E b e n e  XY Sei a'b; und ihre ( Z E  1 . 2  

Projection auf die Ebene X Z  Sei ao. Drücken €, 7), ζ die 4  7/7 
C o o r d i n a t e n  dieser g e r a d e n  Linie, und Xx, Y, 2 die Coordi- 

naten der g e g e b e n e n  Fläche im P u n k t e  « aus, 80 Sind die 

G l e i c h u n g e n  dieser g e r a d e n  Linie: 

Q - D = m ( 2 - 5 ) ;  G - O = n ( x - 3 5 ) .  
Für jede andere gerade Linie, Zz. B. K p ,  gelten die 

G l e i c h u n g e n :  

Q - "  1 m  ( 2 - 5 ) ;  ( 2 - 4 5 9 n 1 w - 5 ;  
und da diese g e r a d e n  Linien w e d e r  parallel Sind (wie bei 

cylindrischen F l ä c h e n ) ,  noch Sich in einem g e m e i n s c h a f t l i c h e n  Punkte d u r c h s c h n e i d e n  

( w i e  bei c o n i s c h e n  F l ä c h e n ) ,  80 Zeigt S c h o n  der b l o s s e  A u g e n s c h e i n ,  dass: (E,7,85,.22), 

E 7 6  m n )  für die v e r s c h i e d e n e n  g e r a d e n  Linien veränderliche G r ö s g e n  Seien, die 

allgemein von den C o o r d i n a t e n - W e r t h e n  (3.49,2) jedes Punktes der g e g e b e n e n  Fläche 

a b h ä n g e n ,  ἰδὲ d a h e r  8 = « a  eine F u n c t i o n  von (X,9Y,2), 80 ist z < F a ,  f a ,  und es 

gelten die G l e i c h u n g e n :  

( y F o ) m ( z - - c a ) ;  ( 2 - 5 1  & ) = U  2 ) .  

      

  

. . y - - F a  
Da m  und 2) gegenseitig F u n c t i o n e n  von einander Sind, 50. m ü s s e n  auch Z Z  

2--fe& , . . . . 
und ΄---"-- F u n c t i o n e n  von einander Sein, und es muss die G l e i c h u n g  g e l t e n  : 

ply F e  |2--fe&r α )  
σ-τὰα ἰχ---αὖ᾽ 

  

w e l c h e s  die von Diſfferenzialien freie B e d i n g u n g s g l e i c h u n g  aller geradlinig k r u m m e n  

Flächen ist. 

2) U m  die B e d i n g u n g s g l e i c h u n g  mit partiellen Differenzialien des ersten G r a d e s  

zu finden, bildet m a n  von einer Linie, z. B. ah, in ihren beiden P r o j e c t i o n e n  a'b und 

d o  folgende G l e i c h u n g e n :
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d y : d z z Y y Y - - F a x - - & ;  d z : d e = 2 f a x - - c ,  

G l e i c h u n g e n ,  die aus den ersten L e h r g ä t z e n  der Differenzialien ebener C u r v e n  hin- 

länglich b e k a n n t  Sind. 

W i r d  nun z. B. 2 als Function von x und Y g e n o m m e n ,  S0 islt: 

=  [ἀξ dz d z )  ἀξ αν 
ἀ π  αν Τ α  w a y ,  oder d s  =  dy d x  

W e r d e n  die W e r t h e  dz und "  Substituirt, 50. folgt die Gleichung: 

  

d e  d x  

ἔ τ ι ο ς  ἐ ξ  Ἐ Π  2 - - F a  

P =  D H E  L - - >  Ἂ Σ  

o d e r  : 

G f  e o  | “ 9  Fa), MU.) 

  

w e l c h e s  die zweite B e d i n g u n g s g l e i c h u n g  mit partiellen Differenzialien erster O r d n u n g  

für alle geradlinig k r u m m e n  Flächen ist. 

Die dritte B e d i n g u n g s g l e i c h u n g  mit partiellen Differenzialien zweiter O r d n u n g  ist 

bereits b e k a n n t  : 

d'z [ἀν ἐ ς  Γ Α  
+ ?  Ἐ Ξ  Y ds “dy: yY = 0 .  (Ik) 

    

      

       

Z u s a t z .  Da alle drei B e d i n g u n g s g l e i c h u n g e n  der g e r a d l i n i g - k r u m m e n  Flächen richtig 

Sind, 50. m ü s s e n  Sie mit einander ü b e r e i n s t i m m e n .  Es ist daher zu u n t e r s u c h e n ,  wie 

jede aus jeder andern direct abgeleitet w e r d e n  k ö n n e .  

Geht m a n  von der zweiten Mo u n g  aus: 

( f o  a e  ἢ --Ρὼ, 

und eliminirt m a n  aus ihr ein partielles Differenzial, zZ. Β. 5  v e r m ö g e  der Gleichung 

d z  . ἀ  

ἄν ἀ μ     

ἄ ξ ι α  

Ta dy 

    

S0 geht die Gleichung hervor: 

d e  - ( 8  Ἐ Σ  Yay =  ( 0 4 2 - 7  z Z  F u r  w b )  (O) 

N u n  ist: 

d z  (7 < b  γάγε- ( F o i l  Z 2 :  y < F a ) “  ( I H :  ΓΕ JaFa--dfas =4--W. 

E b e n s o  ist: . | 

ἀς--( 5  Z E N I T  < <  JeFa-ds )=B-1. 
Es ist also aus der G l e i c h u n g  (Q)): 

4- πο 8 8- δ Ν. 
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Diese G l e i c h u n g  zerlegt Sich in die beiden G l e i c h u n g e n  : 

4 = T 1 B  α9: μ-- VN. Ὁ  

D e n n  die G l e i c h u n g .  (L) giebt: 

2 - - f a  d z  ( “ - - ὰ  

G e e  L n  y - F a y :  

«--- j s  4 . . . 
u n d  + )  F u n c t i o n e n  v o n  e i n a n d e r  Sein 

y - - F a  

- m ü g g e n ,  w e n n  diese G l e i c h u n g  m ö g l i c h  Sein Soll, 

eine D i f f e r e n z i a l - G l e i c h u n g ,  in der | 

  

E b e n s o  giebt G l e i c h u n g  (IL), w e n n  da, dfa, d F a  in einer und V e r g e b e n  D u r c h -  

Schnittslinie der geradlinig k r u m m e n  Fläche g e n o m m e n  w e r d e n .  wo also τ α ι  und 

dia 
-5=. constante G r ö s s e n ,  x und χ' Sind, die G l e i c h u n g  : 
dF'a 

S T )  κὰν ( w w  --BC Z T )  
W i r d  diese G l e i c h u n g  in B e z i e h u n g  auf «, fa, F x ,  differenzirt. 80 folgt: 

Ζ 2 - - [ ὰ  J ἄ ς  P - = - &  

d H E  I E E E  P u  

w e l c h e  mit der G l e i c h u n g  (LL) v o l l k o m m e n  ü b e r e i n s t i m m t .  D a s  Integral dieser Glei- 

c h u n g  ist, w e n n  die C o n s t a n t e n  mit in die Function g e n o m m e n  w e r d e n :  

Ἐ Ξ  ( pe) 
eine Gleichung, die mit der g e f u n d e n e n  ersten B e d i n g u n g s g l e i c h u n g  v o l l k o m m e n  über- 

einstimmt. 

    

  

Differenzirt m a n  aber die zweite B e d i n g u n g s g l e i c h u n g ,  und n i m m t  man w i e d e r  

aus d e n s e l b e n  G r ü n d e n  da, dſa, dF'a als constante Gröüggen, 50 ἰδ: 

d a - f o i  w ü  lg O F )  

  

   

    

 j d z  „ ( d z  

d =  d r e  G E H E  τ  MCD urr d y + y F  U E  Τ Π  τ τῇ dy): 
Da nun 

d z  dz χ-τὰα d e  
d 3 = =  5  4» 22 5 ἀν, und Ἡ Ξ α  d y  

iSt, 80 folgt, dass 

5 5 )  ἄ ρ ά  4 4 5 5  ἀράν τ  ρα 6 5  4 αν: - -  0. (ΠῚ 

Sei, w e l c h e s  die dritte B e d i n g u n g s g l e i c h u n g  der Ο Ν  Flächen ἰδ. 

  

Aus dieser A b l e i t u n g  geht hervor, dass die drei G l e i c h u n g e n  (I, 11, 111) für alle 

g e r a d l i n i g  k r u m m e n  F l ä c h e n  g e l t e n ,  wie Sie a u c h  in dieser A l l g e m e i n h e i t  e n t w i c k e l t  

w o r d e n  Sind. -- Es entsteht nun die Frage, worin Sich die vier Arten der geradlinig 

„ 
i
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k r u m m e n  F l ä c h e n ,  die cylindrischen, conischen, evolutorischen und w i n d s c h i e f e n  Flä- 

c h e n  u n t e r s c h e i d e n .  Die c y l i n d r i s c h e n ,  c o n i s c h e n  und . e v o l u t o r i s c h e n  F l ä c h e n  h a b e n  

die dritte B e d i n g u n g s g l e i c h u n g  g e m e i n s c h a f t l i c h  , aber Sie u n t e r s c h e i d e n  Sich in den 

beiden ersten B e d i n g u n g s g l e i c h u n g e n ;  denn diese G l e i c h u n g e n  Sind für die cylindri- 

Schen und conischen Flächen blosse b e s o n d e r e  Fälle der a l l g e m e i n e n  G l e i c h u n g e n  der 

evolutorischen Flächen. So ist Zz. B. in der ersten B e d i n g u n g s g l e i c h u n g  der evoluto- 

r i s c h e n  F l ä c h e n :  
Ζ - - ἰ α  α---ὰ 

( < =  F a )  

F o a z = m - - y ,  f o = a y ,  a = b y .  

( = ) ,  
w e l c h e s  die erste B e d i n g u n g s g l e i c h u n g  der ecylindrischen Flächen ist. 

Für conische Flächen ist: 

  

für eylindrische Flächen: 

αἶδο: 

f a c ,  F a b  » 2 = a ,  

w e l c h e s  die drei constanten C o o r d i n a t e n  der Spitze des Kegels Sind. und die G l e i c h u n g  

geht in folgende über: 
XP--a 

X , ) - 2  1 - 3 ) ;  

wie bereits für conische Flächen g e f u n d e n  w o r d e n  ist, etc, etc. 

D a g e g e n  haben die evolutorischen Flächen mit den w i n d s c h i e f e n  Flächen die 

ersten zwei B e d i n g u n g s g l e i c h u n g e n  gemeinschaftlich, u n t e r s c h e i d e n  Sich aber in der 

dritten B e d i n g u n g s g l e i c h u n g  von ihnen. indem für  die evolutorischen Flächen die 

G l e i c h u n g e n :  
3 : 4 5  5:   

  

5. dy ε ς  Ο Ν  Γ Ε  

    

  

                

       

            

   

      

  

    

  

      
    

  

Ρ Σ  y ids ἡ ἀμ α΄ τ ο  und Γ Ξ  Π Σ  ΤῊΝ 
für die i n d e e h i c l e  F l ä c h e n  a b e r  die G l e i c h u n g e n :  

αἷς |dy dzjdy? d2z |? |d?2) [αἷς 
E i n n  “αχάν ds aäyidze  ̓ und Ζ Ν  ( d z  lde 

Stattfinden, in v e n  Sie Sich h i n l ä n g l i c h  von e i n a n d e r  u n t e r s c h e i d e n .  

Z u s a t 2 .  Für die evolutorischen Flächen hat also “  in der G l e i c h u n g  (III) nur 

einen W e r t h ,  da 

des κα (dz) ως 
dedy“ 

iet; für die w i n d s c h i e f e n  F l ä c h e n  hat a b e r  7 x  z w e i  reelle W e r t h e .  da 

2 -. ὧ δ  α ς  

Ε Ξ  dz?) Idy* |? 

u n d  

| d z  | ἀ ν  

d y  W d x d y  4 " D E  
d x  d g l  d z  

E N  dy? 
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ist. Die evolutorischen Flächen k ö n n e n  also von einer t a n g i r e n d e n  E b e n e  nur in einer 

R i c h t u n g  ὧν, und die w i n d s c h i e f e n  Flächen k ö n n e n  von dieser E b e n e  in zwei Rich- 

tungen durchschnitten w e r d e n ,  

L e h r s a t z .  Jede Fläche, in w e l c h e r  die S ä m m t l i c h e n  T a n g e n t e n  einer Curve 

doppelter K r ü m m u n g  liegen, ist eine e v o l u t o r i s c h e  Fläche, und für Sie gelten die drei 

oben aufgestellten B e d i n g u n g s g l e i c h u n g e n .  

B e w e i s .  Die zwei G l e i c h u n g e n  einer Curve doppelter K r ü m m u n g  k ö n n e n  i m m e r  

auf die G l e i c h u n g e n  zweier Projectionen z u r ü c k g e f ü h r t  gedacht w e r d e n ,  z. B. y= F a ,  

2 = f  X. Die beiden G l e i c h u n g e n  ihrer T a n g e n t e n  Sind dann, wie bekannt: 

d z  dy“ 
G - 2 9 =  0 0 - 2 9 7 5 :  Q - 9 9 =  0 - 2 )  F i  

Substituirt man nun in der partiellen Differenzial-Gleichung : 

2' ἀ π ]  jdz'|dy“' 
d z “  dx! idy'|dz 

  

  

die W e r t h e :  

    d z '  τ τ d y '  ψ ν΄ 
dz“ x - - x /  dz“ z x  

30 folgt: 

  

2 - - z ' =  ( 1 - 2 7  ἤ τ ο ν  γ α :  

Setzt man ἀ ή ξ ε α  als veränderlich, 50. ist y < = F a  und 2'==fa, und obige G l e i c h u n g  

geht in folgende ü b e r  : 

2 - ſ a = ( w - - 0 )  | ,  ( + Q - F d l  σὲ 

  

T u  ? 

w e l c h e s  die z w e i t e  B e d i n g u n g s g l e i c h u n g  der e v o l u t o r i s c h e n  F l ä c h e n  ist. A u s  dieser 

e r g e b e n  Sich dann die erste und die dritte B e d i n g u n g s g l e i c h u n g  von Selbst. Und dass 

a u c h  ü b e r d i e s s :  

     
  

      

  

  

  

      

  

          

ds 2 jaa (dz 
d z d y  | 1 d x ? i i d y ?  

dy dz 
Sei. g e h t  d a r a u s  h e r v o r ,  dass =<“ u n d  =  in den F o r m e l n :  

dx dx 

α ς  | ? |d*Z| |d?z 
Y  “ π α ν  γ α  ἰ ἀ χ ά μ ψ ᾽  ἀκ" (dy?l. 
Γ Ν  Ξ "  d?z|  ̓

F s  d y  

nur einen einzigen W e r t h  haben können, weil die Tangenten jeder Curve nur eine 

Ν Ε  ι . dz| . d?Zz , 
einzige b e s t i m m t e  L a g e  h a b e n .  W ä r e  nun d y d s  nicht gleich 7:5 Z I  . 80 w ü r d e n  

  

. . d Μ Ν  
zwei v e r s c h i e d e n e  W e r t h e  für 2  h e r v o r g e h e n ,  was u n m ö g l i c h  ist. 

7 *
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L e h r s a t z .  Es gilt auch der u m g e k e h r t e  Satz. dass jede Fläche, für w e l c h e  die 

drei oben aufgestellten B e d i n g u n g s g l e i c h u n g e n  gelten, eine Solche Fläche sei, in wel- 

cher die T a n g e n t e n  einer C u r v e  d o p p e l t e r  K r ü m m u n g  liegen. ( A u s g e s c h l o s s e n  Sind 

davon die eylindrischen und conischen Flächen, in w e l c h e n  α, ſa, F'a e n t w e d e r  con- 

Stante o d e r  v e r ä n d e r l i c h e  G r ö s s e n  in der e r s t e n  P o t e n z  Sind.) 

B e w e i s .  G e h e n  wir von der dritten B e d i n g u n g s g l e i c h u n g  aus, 80 folgt aus: 

Ο Σ  |? | d ? 2 )  |d?Z 

ἀ ν ,  " Λ ά μ "  
  

          

durch Integration (pag. 96): 

  

dz' dz“ - Μ ᾿  - Y Y < Z  | = g z - - 3 ,  
(x σ ῷ  ἢ  2 - 2  

/ 

W i r d  stali des partiellen Differenzials Ἐ Ξ  die G l e i c h u n g  SubSstituirt: 

  

ἀξ ἀ π  ie er 
d x  dz“ jdy''dz'? 

S0 zerlegt Sich obige G l e i c h u n g  in: 

und diese beiden G l e i c h u n g e n  b e s t i m m e n  die T a n g e n t e n  einer Curve doppelter K r ü m -  

m u n g  im Punkte (3,49'/,2). 

J e d e  F l ä c h e ,  für w e l c h e  die dritte P e d i n g u n g s g l e i c h u n g  gilt, ist d a h e r  eine F l ä c h e ,  

in der S ä m m t l i c h e  T a n g e n t e n  einer Curve liegen, ἃ. ἢ, Sie ist eine evolutorische Fläche. 

Die cylindrischen und conischen Flächen e r s c h e i n e n  d e m n a c h  bloss als S i n g u l ä r e  Fälle 

der a l l g e m e i n e n  evolulorischen Flächen. 

Definition. Die Curve doppelter K r ü m m u n g ,  deren T a n g e n t e n  S ä m m i l i c h  in einer 

( g e g e b e n e n )  evolutorischen Fläche liegen, wird die W e n d u n g s c u r r e  dieser Fläche g e n a n n t  

A u f g a b e .  W e n n  eine evoiutorischo Fläche g e g e b e n  ist, 50. Soll ihre W e n d u n g s -  

Curve g e f u n d e n  w e r d e n .  

A u f l ö g u n g .  Da die g e r a d e n  Linien der evolutorischen Fläche zugleich T a n g e n t e n  

dy dz 

d a ?  der? 

g e r a d e n  Linien der Fläche b e s t i m m e n ,  zugleich Solche W e r t h e ,  w e l c h e  die T a n g e n t e n  

  in j e d e m  Punkte der W e n d u n g s c u r v e  Sind, 50 Sind die W e r t h e  w e l c h e  die 

der W e n d u n g s c u r v e  b e s t i m m e n ,  die also auch der W e n d u n g s c u r v e  a n g e h ö r e n .  M a n  

b e s l i m m t  daher nach den obigen F o r m e l n :  

  

    

d z  ( d y   ́
d z  ἀ ν  ιἀχάξ, 

ἬΝ Σ Ν  
a y  d z ?  

dy daz 
ir ie G l e i c h u n g e n  =%=q, => Integrirt man die Gleichung Π Ἶ Ξ Ξ Φ ;  Ty 

zweier  F l ä c h e n ,  deren Durchschnitte die gesuchte W e n d u n g s c u r v e  der evolutorischen 

Fläche geben. 

ξ ξ ω ,  80. erhält man die G l e i c h u n g e n  

Z u s a t z .  Die b e i d e n  D i f f e r e n z i a l - G l e i c h u n g e n :  ὡ ς .  , “ ἤ ν  υ ,  k ö n n e n  a u c h  in eine 

G l e i c h u n g  vereinigt w e r d e n  : w ( d x , d y , d 2 , 3 x , 4 Y , 2 , C ) = 0 ,  deren Integral die G l e i c h u n g  einer 
΄
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Fläche giebt, die in V e r b i n d u n g  mit der g e g e b e n e n  Fläche die gesuchte W e n d u n g s -  

curve bestimmt, 

A u f g a b e .  Ist eine Curve ( W e n d u n g s c u r v e )  g e g e b e n ,  50. Soll die G l e i c h u n g  ihrer 
evolutorischen Fläche g e f u n d e n  w e r d e n  

A u f l ö g u n g .  Es Seien die G l e i c h u n g e n  der W e n d u n g s c u r v e  g e g e b e n :  
Π Ε Σ   ͵. 2 9 = 0 ;  F ( x  Ε Σ  ) - 0 ; :  

50 Sind die G l e i c h u n g e n  i h r e r  ν η  

d y “  
2 - - 2 / = -  ( 2 - 2 4  Z E  ; y - y 9 = w - 2 9 7  1 

Da die T a n g e n t e n  der. W e n d u n g s c u r v e  zugleich in der evolutorischen Fläche 

dz“ a s  dy' d y  

ds“ d z ?  dz“ d e z “  

B e s t i m m t  man also aus den beiden G l e i c h u n g e n :  / C x ' , y ' , 2 ) = 0 ,  F ( x ' , 9 ' , 2 ) = 0  

2. B. 2' und ψ' als F u n c t i o n e n  von X, 2 ' = p 3 X x ,  Y ' = W w a ' ,  und Setzt m a n  2 ' ' = = a  , 50 

Sind die G l e i c h u n g e n  der T a n g e n t e n :  

liegen, 80 Sind: 

- dz 
( 2 - p a ) = ( w - 0 5 5  - y o = w - i l  

Eliminirt m a n  aus diesen beiden G l e i c h u n g e n  die G r ö s s e  α, 50 erhält man eine 

von den einzelnen W e r t h e n  von &, qa, Wa, u n a b h ä n g i g e  Fläche, in der also nicht bloss 

eine, S o n d e r n  alle T a n g e n t e n  der W e n d u n g s c u r v e n  liegen, die daher die geguchte 

evolutorische Fläche Selbst ist. 

  

Bei den evolutorischen Flächen bieten Sich dieselben F r a g e n  dar, wie bei den 

eylindrischen und conischen Flächen, nämlich: wie entschieden w e r d e n  könne, ob eine 

Fläche evolutorisch Sei, oder nicht; wie die L a g e  der g e r a d e n  Durchschnittslinien π η  

der W e n d u n g s c u r v e  b e s t i m m t ,  u n d  wie aus der g e g e b e n e n  W e n d u n g s c u r v e  die e v o l u -  

torische Fläche Selbst b e s t i m m t  w e r d e n  könne. S ä m m t l i c h e  F r a g e n  Sind in den vor- 

h e r g e h e n d e n  L e h r S ä l z e n  bereits gelöst w o r d e n .  und es bleibt nur noch übrig, sie der 

Reihe nach in einem Beispiele auszuführen. 

B e i s p i e l  zu d e n  E v o l u t i o n s - F l ä c h e n .  

Es Soll die G l e i c h u n g  der e v o l u t o r i s c h e n  Fläche gebildet w e r d e n ,  in der alle 

. 2? Ey 1. , 
T a n g e n t e n  einer g e g e b e n e n  W e n d u n g s c u r v e :  ( 2 = 7  p = )  liegen. (Diese Fläche, 

w e l c h e  die E v o l u t e  der g e g e b e n e n  Curve enthält, ist eine evolutorische Fläche.) 

1) Die G l e i c h u n g e n  der T a n g e n t e  einer C u r v e  im P u n k t e  (2x',9'.2) Sind, wie 

bekannt: 

ἀ μ  
Ρ Ω Ν  

  

( w w )  (3--2/ ἡ  στ; Q-9 9 6 - 2  

 



Da 

32? 
p  ? I d z /  - -  p ?  ) 

. 2 ?  2  : 
80 g e h e n  obige G l e i c h u n g e n ,  w e n n :  = ?  E R T E  Substituirt wird, in folgende 

  F =  2 2 '  1dy'| 

d z  

  

ü b e r :  

P X x + 2 - - 2 2 / 2 = 0 ,  p 2 Y 4 2 2 7 2 - - 3 2 / 2 2 - 0 .  

Eliminirt m a n  aus beiden G l e i c h u n g e n  die Grösse Ζ΄, 80 erhält man zuletzt: 

2 p ? x ? - - 2 p X x 2 ?  --2/ . P X 2 - P ? Y  

4 2 * -  5 p x 2 + p ? y  " 25 --ῶρα᾽ 
    

o d e r :  

4Y2?*--3x 2 " = 6 p x y 2 - 4 4 p x ? - + p Y = 0 - = u  , 

w e l c h e s  die g e s u c h t e  G l e i c h u n g  der evoluiorischen Fläche ist. 

2) D i e s e  F l ä c h e  ist e v o l u t o r i s c h ,  weil die A u s d r ü c k e  : 

d z  |? | z |  d'z ἀ ν   ̓? ἀμ! ἂ ψ  
ἀχάμ ἀ μ  ἀπάξὶ [ἀχ̓  1dz* 

gleich Null Sind. D e n n  löst m a n  die G l e i c h u n g  zz z. B. n a c h  Y auf, 50 findet m a n :  

4 2 3 - - 6 p x Z  3x ' 2 * - 4 p X x 3  
« ( Ξ ε  W -  2 Ν Σ  

Pp 

  
  

" :  οἷς, 

              

   

und 

„ 8  P I  2 2 2  ἃ 1 2 5 5 3  9 P L 2 <  ε ἶ ν  ( 2 ?  - - p X ) ? .  
P p ?  

Der doppelte W e r t h  von |// ( 2 - p x )  zeigt an, dass die Fläche zwei v e r s c h i e d e n e  

C o o r d i n a t e n  ψ für dieselben W e r t h e  2 und 4x habe, dass Sie also in v e r s c h i e d e n e n  

C o o r d i n a t e n r ä u m e n  liege. N e h m e n  wir den einen W e r t h  dieser Coordinate, Ζ, B, den 

mit der positiven W u r z e l ,  50 ist: 

- 3p22--22244/ (2"--p2), 
=  p  , 

    

  

  

  

        

  

   

| ( =  τ α  γ ι α  p o  ; | “ τ ς  „pw--22?4-22v[2*-pxD ; 
d y  3 ψ 3 4 2 " - - W P a y  Ἰ̓άψ 3  2 
F i m  ον πε ρ α  Ω Ν  Ξ -   ̓ d e g  „ ( =  
N un ist 

Ε Ξ  X !  Ἐ Ξ  Ἐ Ξ  τ  = )  Pp 
und 

dy dy =  > 2 2  ( 2 2  po). 3 . : -  μ ξ  
dx? v z  Ξ ρ α  τς - ρ α  E 5 5  T z - p a )  

Es ist d a h e r :  

d y  dy 
d e d z |  |da?) id22)? 

    

  

 



δῦ 

und die g e f u n d e n e  Fläche ist e n t w e d e r  eine cylindrische, conische oder evolutorische 

Fläche. D a  nun 

    

e y  
da d z  ἀ σ ά ς  Ν Ι Ν  p ( U V 2 * - p x ) - 2 )  „ 1  p P  (8) 
de ( e g  y 2 ( 2 2 ? - - p x - 2 2 v ( 2 ? - p a D  2 ( v l 2 2 -  p x J - - 2 )  

2 ?  

  

. - . . dz . 
50 folgt, dass die Fläche eine evolutorische Sei, da ἄ ς  w e d e r  eine constante Grögse, 

n o c h  eine F u n c t i o n  erster O r d n u n g  v o n  v e r ä n d e r l i c h e n  G r ö g g e n  ist. 

3) U m  die L a g e  der g e r a d e n  Linien zu b e s t i m m e n ,  in d e n e n  die (jetzt als ge- 

g e b e n  a n g e n o m m e n e )  Fläche u = = 0  geschnitten w e r d e n  kann, Sucht m a n  die W e r t h e  

dz dz Iz und ἄγ᾽ Man findet ( 6 ) :  

E Q  CH Ρ . 
d x  2 ( v [ 2 ? - - p x ] - - 2 )  

E b e n s o  findet m a n  a s  ( o d e  er a )  aus den F o r m e l n :  

  

  

dy 
Ε Ξ  

ἐς 'dydz οἷς 

yy jds 
d z  

  

Sind diese W e r t h e  gefunden. 50 Sind die G l e i c h u n g e n  der g e r a d e n  D u r c h s c h n i t t s -  

linien der Fläche: | 
χ '  

e z e e e  vy e i ,  
worin X, Y, 2 die C o o r d i n a t e n  der Linie, und 3x, ψ',  2’ die C o o r d i n a t e n  eines P u n k t e s  

der Fläche Sind, in der Sie in der g e f u n d e n e n  g e r a d e n  Linie geschnitten w e r d e n  kann. 

4) Ist endlich die Fläche τὲ g e g e b e n ,  und Sucht m a n  ihre W e n d u n g s c u r v e ,  50 

findet man: 

d s  [122 5--- p d x  

d s  2 ( V z t - p a l - 2 )  2 2 - 2 v / 2 - p a  
W i r d  diese G l e i c h u n g  integrirt, 80 findet m a n :  Z2=p3x,. In der That giebt dieser 

    

  

  

W e r t h  in die G l e i c h u n g :  d 2 = - - -  . Ρ ά χ  Substituirk : d z = = P - q a z ,  und 2 * - p 4 x .  (1.) 
2 2 - - 2 V 2 2 - - p X  22 | 

Auf dieselbe Art b e s t i m m t  m a n  e e  und findet durch Integration die G l e i c h u n g  

z w i S c h e n  2 u n d  Y, diese ist: 2 % = p ? y .  (IL) Die G l e i c h u n g e n  (1.) u n d  (1.2 g e b e n  

die gesuchte W e n d u n g s c u r v e .  

Z u s a t z .  Es bedarf keiner weiteren A u s f ü h r u n g ,  dass die t a n g i r e n d e n  Flächen 

zweiter O r d n u n g  a u c h  für die e v o l u t o r i s c h e n  F l ä c h e n  p a r a b o l i s c h e  C y l i n d e r  Seien, 

wie für die eylindrischen und c o n i s c h e n  Flächen. D e n n  da die e n t s c h e i d e n d e n  C o -
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efficienten der G l e i c h u n g  der t a n g i r e n d e n  Flächen zweiter O r d n u n g  von den W e r t h e n ,  
2 

  

    

7 ,  Μ Ξ  ἀ δ ά η  a b h ä n g e n ,  und (ἃ für die evolutorischen Flächen dieselbe G l e i c h u n g  

gilt, wie für die cylindrischen und conischen Flächen, n ä m l i c h  : 

d z  |? d z  u s  - 0 ,  
χ ά  Ὗ Ν  ?| Idy? =    

      

    

S0 geht auch die G l e i c h u n g  eines p a r a b o l i s c h e n  Cylinders als die G l e i c h u n g  der tan- 

g i r e n d e n  Fläche zweiter O r d n u n g  für die evolutoriSchen Flächen hervor. Die Auf- 

Stellung dieser Gleichung unterliegt keinen weiteren S c h w i e r i g k e i t e n ,  

V I E ,  

V e b e r  die w i n d s c h i e f e n  Flächen. 

Da die w i n d s c h i e f e n  Flächen auch zu den geradlinig k r u m m e n  Flächen g e h ö r e n .  

S0 gelten für Sie die drei B e d i n g u n g s g l e i c h u n g e n  der d e v e l o p p a b l e n  F l ä c h e n  : Sgloichungen der 
Z D :  

i s  r e  τοῖς 
dz 12 

2 
dy 18 daz d e  NL 

Γ Ν  μ ι ά  di Y  d o  LH 

Sie u n t e r s c h e i d e n  Sich aber von diesen durch die G l e i c h u n g  :. 

d z  12 [εἰς 
Ρ Σ  e e  

Alles V e b r i g e  wird bei den w i n d s c h i e f e n  Flächen auf dieselbe Art abgeleitet und be- 

wiegen, wie bei den evolutorischen Flächen. 

E s  Sind daher im A l l g e m e i n e n  folgende F r a g e n  zu erörtern: 

                        

1) W e n n  die G l e i c h u n g  einer Fläche g e g e b e n  ist, nach w e l c h e n  Criterien wird 

e n t s c h i e d e n ,  ob diese F l ä c h e  w i n d s c h i e f  Sei, oder n i c h t ?  

2) Da jede Fläche in einem g e g e b e n e n  Punkte a l l g e m e i n  nur nach einer R i c h t u n g  

in g e r a d e n  Linien durchschnitten w e r d e n  kann, die E n d g l e i c h u n g  der w i n d s c h i e f e n  

Flächen aber zwei R i c h t u n g e n  angiebt, von denen die eine die R i c h t u n g  der g e r a d e n  

Linie, die andere aber nur die R i c h t u n g  von D u r c h s c h n i t t s c u r v e n  a n g e b e n  kann, 50 

entsteht die Frage, wie entschieden w e r d e n  könne, w e l c h e s  die Richtung der g e r a d e n  

Linie, und w e l c h e s  die R i c h t u n g  jener D u r c h s c h n i t t s c u r v e n  Sei? 

3) W i e  findet m a n  aus der g e g e b e n e n  G l e i c h u n g  einer w i n d s c h i e f e n  Fläche die 

G e s e t z e  , nach w e l c h e n  Sich die gerade Linie auf dieser Fläche f o r t b e w e g e ,  und 

durch eine Leitungscurve gehe? 
4) W e n n  aber diese G e s e t z e  g e g e b e n  Sind, wie findet man aus ihnen die G l e i c h u n g  

der w i n d s c h i e f e n  Fläche S e l b e r ?
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ad 1) W a s  die erste F r a g e  anbelangt, 50 δὲ Sie aufs Leichteste zu b e a n t w o r t e n .  

M a n  n i m m t  die z w e i t e n  partiellen Differenzialien einer Coordinate, Ζ. B. 2, und unter- 

Sucht den A u s d r u c k  : 

M E  d?z ? ( d z  α ς  

idrdy; (daz?) |dy2| 

ἴδ᾽ dieser A u s d r u c k  positiv , 80 ist die Fläche windschief, (Ist dieser A u s d r u c k  

gleich Null, 80 ist die Fläche d e v e l o p p a b e l ;  ἰδὲ er negativ, 50 ist die Fläche eine 

doppelt k r u m m e  Fläche.) Dieser A u s d r u c k  ist i m m e r  pogitiv, w e n n  i z  und Ὧ Ν  ein- 

zeln v e r s c h i e d e n e  Zeichen haben, Aber auch, w e n n  diese Differenzialen gleiche Z e i c h e n  

haben und 

    

  

dz| [dz <  d?2 ? 
F R U  “ κ α ρ  

ist, bleibt der A u s d r u c k  poSitiv, und die Fläche bleibt eine w i n d s c h i e f e  Fläche, 

  

ad 2) W a s  die zweite F r a g e  betrifft, 50 findet m a n ,  w e n n  Ζ, B .  2 als Function 

von ὦ und Y g e n o m m e n  wird: 

  

       

  

    

/ ας} ἅ ς  1 2 1 )  
ἀ ν  Ε Ξ  | ( z u  Ρ Ο  

Π Ν  dz 
dy“ d y  

In diesgem A u s d r u c k e  hat .  da die Grösse unter d e m  W u r z e l z e i c h e n  poSitiv ist, 

zwei W e r t h e .  U m  entscheiden zu k ö n n e n ,  w e l c h e r  W e r t h  der R i c h t u n g  der g e r a d e n  

Linie, u n d  w e l c h e r  W e r t h  d e n  T a n g e n t e n  der D u r c h s c h n i t t s c u r v e n  a n g e h ö r e ,  Substituirt 

m a n  beide W e r t h e  in das dritte Differenzial d*2. D e r j e n i g e  W e r t h ,  w e l c h e r  das dritte 

Differenzial gleich Null macht, zeigt die R i c h t u n g  der g e r a d e n  Linie an (da die h ö h e -  

ren Differenzialien der g e r a d e n  Linie i n s g e s a m m t  gleich Null Sind), und derjenige 

W e r t h ,  w e l c h e r  das dritte Differenzial nicht gleich Null macht, zeigt die R i c h t u n g  der 

T a n g e n t e n  der D u r c h s c h n i t t s c u r v e n  in diesem P u n k t e  an, für w e l c h e  z w a r  S i n q u l ä r  

d*2, nicht aber auch d32z, noch auch die h ö h e r e n  Diſfferenzialien gleich Null Sind. Der 

z w e i t e  Werth von 2  gehört daher der T a n g e n t e  aller dieser C u r v e n  an. 

ad 3) W a s  die dritte F r a g e  betrifft, wie die G l e i c h u n g e n  der g e r a d e n  Linie ge- 

funden w e r d e n ,  durch deren F o r t b e w e g u n g  die w i n d s c h i e f e  Fläche b e s c h r i e b e n  wird, 

. d τς 
SO entscheidet m a n  zuerst, w e l c h e r  der W e r t h e  2  der g e r a d e n  Linie a n g e h ö r e .  Ist 

d i e s e r  W e r t h  z. B. gleich fa, 50. δῖ, w e n n  7) u n d  5 die C o o r d i n a t e n  der g e r a d e n  Linie 

a u s d r ü c k e n ,  7 7 - - y = ( 5 - - x ) f a .  4.) A u f  d i e s e l b e  Art b e s t i m m t  m a n  n u n  ein z w e i t e s  

Differenzial, z. B. c l  und findet den W e r t h ,  der zu der g e r a d e n  Linie gehört, σ τ  ρα; 

d a n n  ist, w e n n  ζ, 5 die C o o r d i n a t e n  der g e r a d e n  Linie a u s d r ü c k e n :  8 - - 2 = ( 5 - - X x ) q p a ,  (IL) 

Diese beiden G l e i c h u n g e n  b e s t i m m e n  alle g e r a d e n  Linien der w i n d s c h i e f e n  F l ä c h e n  ; 

und die F u n c t i o n e n  ſa und φαὰ b e s t i m m e n  die G e s e t z e  , nach w e l c h e n  Sich die g e r a d e  
8
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Linie auf der w i n d s c h i e f e n  Fläche fortbewegt. -- Der zweite W e r t h  von >  gehört 

w i e d e r  der T a n g e n t e  der D u r c h s c h n i t t s c u r v e n  an. Die L a g e  dieser T a n g e n t e  ist 

durch die beiden G l e i c h u n g e n  e b e n s o  bestimmt, wie die L a g e  der g e r a d e n  Linie. 

ad 4) W a s  die vierte F r a g e  betrifft, 80 wird sie auf folgende Art gelögt: 

Es Seien F C x " , 9 / , 2 ) = 0 ,  und p ( 3 5 Y / .  2 0  die G l e i c h u n g e n  einer L e i t u n g s c u r v e .  

und ( D =  G - - 2 0 f a ,  e - 2 = ( 5 - 3 2 ) p a  die G l e i c h u n g e n  der g e r a d e n  Linie. Da a 

Selbst eine beliebige Function von 3x.9/,2', und für alle P u n k t e  der L e i t u n g s c u r v e  

ξξξα", ἡξεεμ', 8 2  iSt, S0 Sind vier G l e i c h u n g e n  g e g e b e n ,  aus w e l c h e n  die drei 

Grössgen 2x“, Y', 2' eliminirt w e r d e n  können, Es bleibt noch eine E n d g l e i c h n n g  der 

drei G r ö s s e n  3, Y, 2 übrig, w e l c h e s  die g e s u c h t e  G l e i c h u n g  der w i n d s c h i e f e n  Fläche ist. 

A u s s e r  diesen A u f g a b e n ,  die Sich auf gleiche W e i s e  auch bei den cylindrischen, 

coniSchen und evolutorischen Flächen dargestellt h a b e n ,  Sind bei den w i n d s c h i e f e n  

F l ä c h e n  noch folgende zu lögen: 

5) Die w i n d s c h i e f e n  F l ä c h e n  k ö n n e n  in allen P u n k t e n  d u r c h  g e r a d e  L i n i e n  

g e s c h n i t t e n  w e r d e n ,  die i h r e n  R i c h t u n g e n  n a c h  d u r c h  die ersten W e r t h e  

dy dz . . . . 
von Z z  » T x  b e s t i m m t  w e r d e n .  Diese ersten W e r t h e  b e z e i c h n e n  wir durch o; und 

Υ 

. . v u n  dy ἐς 
ωι, im G e g e n s a t z e  zu ὡς u n d  ὡς. w e l c h e  die z w e i t e n  W e r t h e  von I r  u n d  T z  d a r -  

1 Υ 2 

Stellen, -- In allen P u n k t e n  k ö n n e n  a b e r  die w i n d s c h i e f e n  F l ä c h e n  auch d u r c h  C u r v e n  

geschnitten w e r d e n ,  deren C o o r d i n a t e n  ebenfalls das zweite Differenzial d?z gleich 

Null m a c h e n ,  u n d  d e r e n  T a n g e n t e n  d u r c h  wo, u n d  ὡς, v o l l k o m m e n  b e s t i m m t  Sind, 
1 Υ 

6) W i r d  in einer w i n d s c h i e f e n  Fläche, für w e l c h e  in einem beliebigen Punkte a die 

ersten W e r t h e  (wo, , vw; ) die g e r a d e  Linie cb, und die zweiten W e r t h e  (w., wo.) die 
y z x y  

  
  

        
  
      

  
  

    

kt!“ δ΄ Ζ 
Z T  Z U L  A L D E  ji FEIZET FEE 

< 7  (7 - γ  “ 7 2  4 7  " 
= <  11/11/2248 ᾿ Ξ  

"Zr S E ,  (5 k i t  
  

  

  

  
     

         
ὴ M W N  7  7 7 4 4 1 1 7 7  

TV 2 2  / 

 ̓
μ. “ W w  4  

Wop E R  / JV /, 7 
p 5  2 ,  

gerade Linie m z  geben, durch m z  Senkrecht auf der E b e n e  X V ,  also in der C o o r d i n a t e  

Zz eine E b e n e  gelegt, 80 d u r c h s c h n e i d e t  Sie die w i n d s c h i e f e  Fläche in Ider Curve kak, 

. 
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welche n o t h w e n d i g e r  W e i s e  im Punkte a einen Inflexionspunkt hat. (Bei w i n d s c h i e f e n  

Flächen der z w e i t e n  O r d n u n g  ist diese Curve Sclbst eine g e r a d e  Linie, für w e l c h e  ebenfalls 

d ? 2 - < 0  ist.) 

B e w e i s .  W i r d  in d e m  P u n k t e  a durch die C o o r d i n a t e  2 eine E b e n e  gelegt, und 

giebt Sie als D u r c h s c h n i t t  die Curve h a k ,  50 k ö n n e n  die W e r t h e  von 2 und die ent- 

S p r e c h e n d e n  W e r l h e  (uv) der Linie k'y't' als die r e c h t w i n k l i g e n  C o o r d i n a t e n  dieser Curve 

betrachtet w e r d e n .  Da nun d*2z für den W e r t h  von u, w e l c h e r  d e m  Punkte «a entspricht 

(ws, 02), gleich Null wird, 80 hat die Curve im Punkte a einen Singulären Punkt, wie 
τ « 

aus der Theorie der e b e n e n  C u r v e n  b e k a n n t  ist. Da nun die h ö h e r e n  Differenzialien 

v o n  ΖΦ für jene z w e i t e n  W e r t h e  nicht ebenfalls gleich Null Sind ( a u s s e r  nur bei den 

w i n d s c h i e f e n  F l ä c h e n  der zweiten O r d n u n g ) ,  so folgt, dass die C u r v e  Κ α ὶ  in ἢ e nen 

I n f l e x i o n s p u n k t  h a b e .  Nur für die w i n d s c h i e f e n  Flächen der zweiten O r d n u n g  ist 

diese Curve eine gerade Linie, für w e l c h e  S o w o h l  ε ἰ ,  als d*2 und der Reihe nach 

alle h ö h e r e n  Differenzialien gleich Null Sind. Die g e r a d e  Linie kann aber analytisch 

ebenfalls als eine C u r v e  betrachtet w e r d e n ,  die in allen ihren P u n k t e n  Inflexionspunkte hat, 

Z u s a t z .  Vebrigens müssen alle Curven, die aus den Durchschnitten von Ebenen. 
w e l c h e  d u r c h  die Linie (ως, ὦ . )  wie i m m e r  g e l e g t  w e r d e n ,  mit w i n d s c h i e f e n  F l ä c h e n  

ΟΥ̓ ἢ 
g e b i l d e t  w e r d e n ,  im P u n k t e  (x,9Y,2) e i n e n  S i n g u l ä r e n  P u n k t  h a b e n ,  da für alle d 2 2 = 0  

wird. Diess gilt auch dann noch, w e n n  diese D u r c h s c h n i t t g e b e n e  durch die beiden 

g e r a d e n  Linien (0;,0;) und ( , , 0 , )  gelegt wird. eine E b e n e ,  w e l c h e  die f a n g i r e n d e  

E b e n e  der w i n d s c h i e f e n  Fläche Selbst ist. 

7) Da jede t a n g i r e n d e  E b e n e  durch die beiden T a n g e n t e n  je zweier Durchschnitts- 

c u r v e n  im P u n k t e  ( x , 9 , 2 )  b e s t i m m t  w i r d ,  80 folgt, dass die t a n g i r e n d e  E b e n e  einer 

w i n d s c h i e f e n  Fläche in j e d e m  Punkte mit dieser Fläche S o w o h l  die g e r a d e  D u r c h -  

Schnittslinie, als auch eine D u r c h s c h n i t i s c u r v e  g e m e i n s c h a f t l i c h  habe, deren T a n g e n t e  

d u r c h  o,, ὡς b e s t i m m t  wird. D e n n  m a n  b r a u c h t  nur d u r c h  diese T a n g e n t e  u n d  d u r c h  
y  2 

die g e r a d e  Durchschnittslinie eine E b e n e  zu legen, 50 ist diese E b e n e  die tangirende 

E b e n e ,  und da für gie d*2 nach einer R i c h t u n g  hin allgemein gleich Null ist (für den D u r c h -  

Schnitt in der g e r a d e n  Linie), nach einer zweiten Linie aber d*2 nur Singulär gleich 

Null ist, 50 folgt, dass auch in dieser R i c h t u n g  die tangirende E b e n e  und die w i n d -  

Schiefe Fläche Sich d u r c h s c h n e i d e n ,  also eine D u r c h s c h n i t t s c u r v e  g e m e i n s c h a f l l i c h  haben. 

Diese a u s g e z e i c h n e t e  Eigenschaft der w i n d s c h i e f e n  F l ä c h e n  kann d u r c h  folgende Be- 

t r a c h t u n g e n  anschaulicher g e m a c h t  w e r d e n .  

W e n n  eine e b e n e  Curve einen Inflexionspunkt hat, 2 /  

80 d u r c h s c h n e i d e t  die T a n g e n t e  diese Curve Singnlär im 5 

P u n k t e  m, u n d  das z w e i t e  D i f f e r e n z i a l  der O r d i n a t e  w i r d  7  

Singulär gleich Null, Eine Folge davon ist, dass, w e n n  ἀ 

ἡ und 5 die C o o r d i n a t e n  der T a n g e n t e ,  und Y und 3 die 2 ,  δ: , 
  

C o o r d i n a t e n  der Curve a u s d r ü c k e n ,  alle W e r t h e  von ἢ vor 

grösger 
kleiner 

  

d e m  Inflexionspunkte 

  

als die e n t s p r e c h e n d e n  W e r t h e  von 9, h i n g e g e n  nach 

{ Π Ὶ
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kleiner [ als die e n t s p r e c h e n d e n  W e r t h e  v o n  4 Sind. -- E i n e  
grösse 

fernere Folge ist, dass für die A b n a h m e  und Z u n a h m e  von ἃ 

1 i 
N =  4 y + 5 3 4  ἂ ψ  5 3 1 4  Ὁ  P a s  

dem Inflexionspunkte 

ΝΕ 1 1  5" ἄ ψ ι τ  ἀ μ  χ α  χ ά  Y + . . .  

g r ö g g e r  

k l e i n e r  

die A u s d r ü c k e  : 2 5 0  in der Reihe d e r ä Z u n a h m e  und der A b n a h m e  gleiche Z e i c h e n  

das erste Differenzial dy | iSt, als die g a n z e  Z u n a h m e  oder A b n a h m e  , weil 

h a b e n ,  u n d  die z w e i t e n  D i ſ f e r e n z i a l i e n ,  w e l c h e  u n g l e i c h e  Z e i c h e n  h a b e n ,  bei d e m  sin- 

gulären W e r t h e  d ? y = 0  ausfallen, G a n z  A n a l o g e s  findet nun auch bei den w i n d -  

Schiefen Flächen Statt. 

Es Sei nun: F ( 2 , 9 , 2 ) = 0  die G l e i c h u n g  einer Fläche, 80 Sind, w e n n  2 als Function 

von 3 und Ψ g e n o m m e n  wird, die Reihen der Z u n a h m e  und A b n a h m e  von 2: 

1   

  

.---ς, [ν 1 2 1  3 4 4 2 Ξ - Ξ  ἀπ , ἀ  2 + 5 3 4  2 + 5 . 3 .  m u  Z F ;  

iim 1 1 1 ,  
M 2  Z U Z E F Z Ü S T T ,  χ α  2-+... 

Da für windschiefe Flächen die Gleichung gilt: d ? 2 = 0 ,  80 gehen die obigen 
Reihen in folgende über: 

m m e  1 3 1 3 S 2 = d 2 + 5 3  2 - + 5 3 ,  4 4  2-+... 

3  1 1  4 4, 2 = d 2 + 5  3 0 2 - 5 5 0  4 4  2 . . .  

D a  die b e i d e n  ersten Glie- 

der in b e i d e n  R e i h e n  diesSelben 

Zeichen h a b e n ,  50 ist auch dz 

g r ö s s e r  

kleiner 

wie für die A b n a h m e .  Es m u s s  d a h e r  

bei allen W e r t h e n  von ἐ μ  E ,  

w e l c h e  d ? 2 = 0  m a c h e n ,  die tangi- 

r e n d e  E b e n e  die w i n d s c h i e f e  F l ä c h e  

d u r c h s c h n e i d e n ,  D i e s e  W e r t h e  sind 

a b e r  d o p p e l t :  ( w : , 0 : ) ;  ( w W , , 0 , ) .  --- 
Y z  y z  

[δῖ daher die Fläche: Y h a C X a k n l  

ein Theil einer w i n d s c h i e f e n  F l ä c h e  

und entspricht für den Punkt O die 
g e r a d e  D u r c h s c h n i t t s l i n i e  a k  den ersten W e r t h e n  ( w 1 , 0 : ) ,  u n d  die T a n g e n t e  ab d e n  z w e i t e n  

W e r t h e n  ((0,,0.), und wird durch die Linien ak und ab die tangirende E b e n e  z u  Ὁ gelegt, 

  
  

  

| als 4 2  für die Z u n a h m e ,  
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80 d u r c h s c h n e i d e t  diese E b e n e  die w i n d s c h i e f e  Fläche: 1) in der g e r a d e n  Linie ak, 

2) in einer C u r v e  c O d ,  d e r e n  T a n g e n t e  ab ist. 

Eine Folge davon ist, dass, w e n n  die tangirende E b e n e  z w i s c h e n  der g e r a d e n  

Linie O k  und der Curve O d  über der w i n d s c h i e f e n  Fläche ist, Sie S o w o h l  z w i s c h e n  

O k  und Oc, als auch z w i s c h e n  O h  und O d  u n t e r  dieser Fläche Sein m ü s g e n ,  weil 

Sich die t a n g i r e n d e  E b e n e  und die g e g e b e n e  Fläche in O k  und O d  d u r c h g c h n e i d e n .  

Aus d e m s e l b e n  G r u n d e  m u s s  aber die tangirende E b e n e  w i e d e r  z w i s c h e n  c O  und O h  

über der windschiefen Fläche Sein, weil Sie jenseits dieser beiden Linien cO und Ok 
u n t e r  dieser Fläche ist. 

D a r a u s  folgt, dass Sich die j e d e s m a l i g e  t a n g i r e n d e  E b e n e  und die w i n d s c h i e f e  

Fläche nicht bloss Singulär, S o n d e r n  in allen P u n k t e n  der Fläche in je z w e i  Linien 

d u r c h s c h n e i d e n ,  Diess ist eine Eigenschaft, w e l c h e  die w i n d s c h i e f e n  F l ä c h e n  vor allen 

a n d e r n  auszeichnet. 

Die beiden Linien, die G e r a d e  ἤΐ und die Curve cd, 5ἰπά bei den w i n d s c h i e f e n  

F l ä c h e n  dasselbe, was bei e b e n e n  C u r v e n  der Inflexionspunkt ist; die tangirende E b e n e  

d u r c h s c h n e i d e t  diese Flächen in den zwei Linien, wie die T a n g e n t e  die e b e n e n  C u r v e n  

im Inflexionspunkte durchschneidet. Nur besteht der Unterschied, dass der Inflexions- 

punkt bei e b e n e n  C u r v e n  ein Singulärer Punkt iet, w ä h r e n d  bei w i n d s c h i e f e n  Flächen 

die zwei Durchschnittslinien in allen P u n k t e n  statifinden m ü s s e n .  

8. Es e r g e b e n  Sich nun andere höchst einfache Criterien für die w i n d s c h i e f e n  

Flächen. Verbindet man nämlich die Gleichung dieser Flächen f/(%x,9,2)=0, mit der 
G l e i c h u n g  der t a n g i r e n d e n  E b e n e :  

G u  E O  ζ ε ε τ ξ - τ α ,  

50 m ü g s e n  Sich, im Falle die Fläche w i n d s c h i e f  ist, zwei D u r c h s c h n i t t s c u r v e n  e r g e b e n ,  

1) die g e r a d e  Linie, 2) die D u r c h s c h n i t t s c u r v e  mit der T a n g e n t e  ab. (Bei d e v e l o p p a b l e n  

Flächen kann Sich nur eine D u r c h s c h n i t t s c u r v e  e r g e b e n ,  die einzige g e r a d e  Linie, 

w e l c h e  der Fläche und der t a n g i r e n d e n  E b e n e  g e m e i n s c h a f t l i c h  ist; bei doppelt k r u m -  

m e n  Flächen kann gar keine Durchschnittslinie aus der V e r b i n d u n g  beider G l e i c h u n g e n  

h e r v o r g e h e n ,  da diese Flächen mit ihren t a n g i r e n d e n  E b e n e n  nur einen Punkt, nicht aber 

eine Linie g e m e i n s c h a f t l i c h  haben. 

U m  Sogleich an b e s t i m m t e  Beispiele anzuschliessen, 80 Sei: 

1) a2?== 229, die G l e i c h u n g  einer w i n d s c h i e f e n  Fläche g e g e b e n .  

Diese Fläche entsteht durch die B e w e g u n g  zweier Sich d u r c h s c h n e i d e n d e r  g e r a d e r  

Linien: a b , m n  ; a'b'/m'n' eto W i r d  durch einen beliebigen Punkt A  eine E b e n e  

S e n k r e c h t  auf A X  gelegt, 80 d u r c h s c h n e i d e t  Sie die w i n d s c h i e f e  Fläche in der A p o l »  

lonischen Parabel 7:46, deren A x e  4 Y ' ,  deren Scheitel in A  und deren P a r a m e t e r  

( 4 0 ) ?  
a 

  gleich igt. Ein Zweig dieser Parabel, A n n ,  ist über der Ebene X Y ,  der 

Z w e i g  Abdb' ist unter dieser E b e n e ,  Legt m a n  nun durch alle Punkte dieser Parabel 

E b e n e n  S e n k r e c h t  auf O Y ,  und verbindet m a n  die Punkte 72,c3 ὅ,6; 12/,c'; 6',c' οἷο,
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- - ὰ  durch gerade Linien, 50 bilden diese Linien (und 

ihre V e r l ä n g e r u n g e n )  die g e g e b e n e  Fläche, In 

diesen g e r a d e n  Linien kann daher die windschiefe 

τὴ m m  0 Fläche durchschnitten w e r d e n .  A n d e r e  D u r c h -  

|}}} ! ἢ  ἤ M  ἤμην, Schnitte aber geben D u r c h s c h n i t t s c u r v e n ,  die durch 

    

  

Π Π Π |  die C u r v e n  r h A ,  Sh u. 5. w. a n g e d e u t e t  S i n d . - -  

In der A x e  X fallen diese Linien nc unh cb etc. 

z u S a m m e n ,  m a c h e n  dann i m m e r  g r ö g g e r e  W i n k e l  

mit e i n a n d e r ,  d e r e n  Scheitel S ä m m t l i c h  in der A x e  Y  

Sind, und fallen für Y = 9  in einander, aber in 

einer Richtung, w e l c h e  mit der anfänglichen Rich- 

tung einen rechten W i n k e l  b i l d e t .  -- Diese Fläche 

hat in O Y  eine G r ä t e ,  und in - - X 0 X  eine 

S c h l i e s s e n d e  gerade Linie, im Punkte O Selber 

aber eine Spitze. 

  

Es igt 1 n u n :  

  

  

d z  - γ ᾿  . Ἔ  x 
T =  a dy 2 V a y  

Die G l e i c h u n g  der t a n g i r e n d e n  E b e n e  ist also: 

Γ Ν  2 -  --Ü-- 

Bei irgend einem Punkte der Fläche, Z. Β. χξεξα, Y = a .  3 = a .  wird diese Glei- 

c h u n g  folgende: 

8 4 3 9 - 0 :  
V e r b i n d e t  m a n  die G l e i c h u n g  dieger E b e n e  mit der G l e i c h u n g  der Fläche: a 2 * = 2 y ,  

S0 w e r d e n  für alle D u r c h s c h n i t t s p u n k t e  der E b e n e  und der. Fläche die G r ö s s e n  5 und 3, 

ἢ und Y, & und 2 einander gleich. 
Eliminirt m a n  aus b e i d e n  G l e i c h u n g e n  2, d. h. n i m m t  m a n  die Projection der 

D u r c h s c h n i t t s c u r v e  auf die E b e n e  X Y ,  so ergiebt Sich die G l e i c h u n g :  
2 

Ξ - - γ » τ α ῳ - - - τ  ῖ ῳ .  5 : 0  

Diese zerlegt Sich aber in die zwei Gleichungen: 
a - - y = 0 ;  (0), 

2 

-  + 0 4 + 4 9 - 0 0 0 .  (il) 

Die erste G l e i c h u n g  giebt eine g e r a d e  Linie, die zweite eine Parabel der zweiten 

O r d n u n g .  

N i m m t  m a n  die Projection auf die E b e n e  X Z ,  50 erhält m a n  durch die E l i m i n a -  

tion von Y die G l e i c h u n g :  

U X r - - 2 2 ) - 2 3 * ( z - - 2 = 0 ,  

w e l c h e  Sich w i e d e r  in die zwei G l e i c h u n g e n  zerlegt: 

x - = - 2 = 0 ;  4 )  a ( x + 5 ) - - 2 3 x 2 = 0 .  ( 1 0
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Die erste G l e i c h u n g  giebt w i e d e r  eine g e r a d e  Linie, die zweite w i e d e r  eine 

Parabel zweiter O r d n u n g .  

Ziehen wir diese t a n g i r e n d e  Ἀ Ν  V E  RQQIRGICIT W W  

Ebene a k a b m M n  durch die Gerade L I N  INGE M W  

m n ,  w e l c h e  den ersten W e r t h e n  

w1,.01 e n t s p r i c h t ,  u n d  d u r c h  die 
y Zz 

  

I 

  

  

  

  

      

  

    
  
    G e r a d e  pr, w e l c h e  den z w e i t e n  

W e r t h e n  w,,0, entspricht, 80 durch=- 
Υ 2 

  

  

    
Schneidet Sie die w i n d s c h i e f e  Fläche 

in der g e r a d e n  Linie m r ,  und in 

einer C u r v e ,  deren Projection auf 

die E b e n e  X Y  die Parabel b a M k h  

iet. Die Linie p a r  ἰδὲ die T a n g e n t e  dieser Parabel im Punkte a. Z w i s c h e n  ka und 

d e m  P u n k t e  M  ist die w i n d s c h i e f e  F l ä c h e  üwoöer der E b e n e ;  e b e n s o  z w i s c h e n  6a u n d  

a m .  A b e r  z w i s c h e n  M a , c m  u n d  k a , b a , h k  ist die t a n g i r e n d e  E b e n e  ü b e r  der w i n d -  

Schiefen Fläche. 

M a n  kann Sich d a v o n  auch durch eine leichte R e c h n u n g  ü b e r z e u g e n .  Die G l e i c h u n g  

der t a n g i r e n d e n  E b e n e  im P u n k t e  «a ist: 

2 5 4 5  -  5 0 .  

Die G l e i c h u n g  der w i n d s c h i e f e n  Fläche ist: 

  

  

  

  

  

  
  

  

γυ͵ 

In der Linie m n ,  in d e r e n  S ä m m t l i c h e n  P u n k t e n  Y = a  ist, ist = 2  u n d  ξεξξω;. 

Diese g e r a d e  Linie liegt also ganz in der w i n d s c h i e f e n  Fläche. E b e n s o  liegen die 

2 = < = = x  

1 
P u n k t e  der P a r a b e l ,  Ζ, B. ( = 2 = 5 4 ,  1 = Y y = = 0 ,  . = 2 = 0 ) ;  { : - - - . . . :  a, 1 = Y = 7 0 .  

3 5 9 
ὕ ε ι α   α); ( = 2 = 7 4 ,  1 9 7 %  „ = 2 = 5 a )  Ὁ, 5. W., in der t a n g i r e n d e n  E b e n e  

und zugleich in der w i n d s c h i e f e n  Fläche. U n t e r s u c h t  m a n  nun Punkte der w i n d s c h i e f e n  

1 
Fläche und der t a n g i r e n d e n  E b e n e ,  für welche x <  a und Y<a ist, 2. B. S = 2 = 5 4  

1 ., -„ ἢ . 
1 = Y = 7 % ,  80 ἰδὲ: π ε ρ ᾷ ,  und 2 = 7 4  u. 8. Ww. „Die w i n d s c h i e f e  Fläche liegt also 

+ 

hier ü b e r  der t a n g i r e n d e n  E b e n e .  

U n t e r s u c h t  m a n  W e r t h e ,  für w e l c h e  x <  a u n d  Ἐ Ν  a ἰδ: Ἔ Ξ Ω  

5 . 5 . . . 
Ἔ χ  ΞΞ α, 80 iSt ζ ε ι  α, und 2 = 7 a / 5 ,  also ζ " 2 ,  und die tangirende E b e n e  liegt 

über der windschiefen Fläche. 
U n t e r s u c h t  m a n  W e r t h e ,  für w e l c h e  x > a  und y < a  ist, zZ Β. ἔ ξ ε ε χ ξ ξ ϑ α ,  

1 = 9 = 7 0 ,  80 iSt 2 = Z a  und 2 = 7 4 .  Die t a n g i r e n d e  E b e n e  liegt also in diesen 

P u n k t e n  über der w i n d s c h i e f e n  Fläche, Endlich ist für Werthe in d e m  R a u m e  b a m ,
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3 3 169 180 
-..-». 4.-.ὄἕἜ D o r u m  Ὁ  2. B. 8 = = 3 = 7  F G  und 2= Tap 5; Ξ ε  4: 2 5 4 2  

also σοοζ, und die w i n d s c h i e f e  Fläche liegt w i e d e r  über der t a n g i r e n d e n  Ebene, 

a, 1 9 7  τα, die Ordinate 1 - 3  

Ini d e m  andern A r m e  der Parabel M k h  d u r c h s c h n e i d e t  die t a n g i r e n d e  E b e n e  die 

u n t e r e  Hälfte der w i n d s c h i e f e n  F l ä c h e  ; und es liegt in d e m  R a u m e  EX.U., der Sich bis 

m k M  erstreckt, die t a n g i r e n d e  E b e n e  u n t e r  der w i n d s c h i e f e n  Fläche h i n g e g e n  im 

R a u m e  F U ,  ü b e r  dieser Fläche, u, 5. Ww. 

B e i s p i e l  2. Es Sei die G l e i c h u n g  einer w i n d s c h i e f e n  Fläche g e g e b e n :  
P A Y  - - a 2 < 2 ?  

(ein H y p e r b o l o i d  mit einem Fache). 

Aus der partiellen Differenzirung ergiebt Sich, dass 

ἄ ξ ι ο ς  EE ; β ξ ι -  Y  

Ε Ν  ἡ  yi 2 
Sei. Die G l e i c h u n g  der t a n g i r e n d e n  E b e n e  ist d a h e r  : 

. Xx ξ-ταν FO N E t .  

Für irgend einen Punkt dieses H y p e r b o l o i d s ,  z. Β, für 4 = a ,  γ ε τ ξ α ,  2 5 4 ,  

wird diese G l e i c h u n g  : 

2 G 6 - - a ) + 7 = 5 .  
V e r b i n d e t  m a n  diese G l e i c h u n g :  2 ( % - - a ) + 4 9 Y = = 2 ,  (da für alle D u r c h s c h n i t i s p u n k t e  

= X ,  1 = Y ,  6 = 2  iSt) mit der g e g e b e n e n  Gleichung: 3 ? - + Y * ? - - a 2 = 2 ? ,  80 erhält man 
die beiden D u r c h s c h n i t t s c u r v e n .  Eliminirt m a n  Ζ. B. 2, So ist: 

C G l L x - a l t r  2 - 2  p - a 2 ,  

o d e r  : 

4 ( . - - - α ) "  - ἰ 4 ( σ - - - α ὐ γ π ξ ε ί ( - -  a - + a ) .  

Diese G l e i c h u n g  zerlegt Sich in die beiden G l e i c h u n g e n :  

X x - - a = 0  (1.) u n d  4 ( x - a ) + 4 Y y = 3 % - + a .  (11. 

Da S o w o h l  G l e i c h u n g  (1), als G l e i c h u n g  (Il.) g e r a d e n  Linien a n g e h ö r e n ,  50. wird 

das H y p e r b o l o i d  mit einem F a c h e  in allen P u n k t e n  von ihrer t a n g i r e n d e n  E b e n e  in 

zwei Sich im B e r ü h r u n g s p u n k t e  gegenseitig d u r c h s c h n e i d e n d e n  g e r a d e n  Linien ge- 

Schnitten. 

9. Aus den v o r h e r g e h e n d e n  Beispielen wird einleuchtend, dass, w e n n  die Glei- 

c h u n g  einer w i n d s c h i e f e n  Fläche eine algebraische G l e i c h u n g  v o m  2145 G r a d e  ist, diese 

d u r c h  ihre V e r b i n d u n g  mit der G l e i c h u n g  der t a n g i r e n d e n  E b e n e ,  in ihren P r o j e c -  

t i o n e n  auf G l e i c h u n g e n  des (zr 1 ) "  G r a d e s  z u r ü c k g e b r a c h t  w e r d e ,  D e n n  in den E n d -  

g l e i c h u n g e n  dividirt Sich ein Factor des ersten Grades (die G l e i c h u n g  der g e r a d e n  

Durchschnittslinie) heraus; die andere D u r c h s c h n i t t s c u r v e  bleibt daher nur noch v o m  

(Οὐ γ ι  Grade, [δὲ daher die G l e i c h u n g  einer w i n d s c h i e f e n  Fläche v o m  2.65 Grade, 

80 besteht die E n d g l e i c h u n g  aus zwei einfachen F a c t o r e n ,  die zwei g e r a d e n  D u r c h -  

Schnittslinien e n t s p r e c h e n ,  wie Sich diess bei den E n d g l e i c h u n g e n  des H y p e r b o l o i d s
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mit e i n e m  F a c h e  e r g e b e n  hat. Jede w i n d s c h i e f e  Fläche, die eine algebraische Glei- 

c h u n g  v o m  2'*? G r a d e  hat, wird also in allen P u n k t e n  von ihren t a n g i r e n d e n  E b e n e n  

in zwei Sich d u r c h s c h n e i d e n d e n  g e r a d e n  Linien durchschnitten. Diess gilt aber keines- 

w e g s  von den w i n d s c h i e f e n  F l ä c h e n  mit G l e i c h u n g e n  v o m  dritten, vierten oder von 

h ö h e r e n  Graden. Diese w e r d e n  in allen P u n k t e n  von ihren t a n g i r e n d e n  E b e n e n  in 

g e r a d e n  Linien und in C u r v e n  v o m  ( 7 1 ) ?  Grade d u r c h s c h n i t t e n ,  w e n n  die w i n d -  

Schiefe Fläche v o m  1:'** G r a d e  ist. Es verdient noch b e m e r k t  zu w e r d e n ,  dass die tan- 

g i r e n d e n  E b e n e n  bei w i n d s c h i e f e n  Flächen der zweiten O r d n u n g  durch die beiden ge- 

raden Linien |gehen, in denen diese Flächen in j e d e m  Punkte durchschnitten w e r d e n  

k ö n n e n .  

Z u s a t 2 .  Es ist in (6) b e m e r k t  w o r d e n ,  dass die D u r c h s c h n i t t s e b e n e n  der w i n d -  

S c h i e f e n  F l ä c h e n ,  die d u r c h  (0w,,0;) u n d  ( w , , w , )  g e l e g t  w e r d e n ,  C u r v e n  e r z e u g e n ,  

die im P u n k t e  ( 3 . 9 , 2 )  S i n g u l ä r e  P u n k t e  h a b e n .  N u n  hat a b e r  in Beispiel 1. die P a r a b e l  

1 . . 
P -  4 2 0 0 - 0 )  in den P u n k t e n  3 = a ,  Y = a ,  2 = a  k e i n e n  Singulären Punkt, was 

d e m  früher B e w i e s e n e n  zu w i d e r s p r e c h e n  Scheint» Es ist aber zu b e m e r k e n ,  dass 

. 1 . , . . 
nicht: =  a r = z a ( y  a )  die g a n z e  G l e i c h u n g  der D u r c h S c h n i t t s c u r v e  ist, S o n d e r n  

v i e l m e h r  die G l e i c h u n g :  ψ - - α γ ω " - - α ὐ λ ε λ  α ῳ - - ὦ ) ' ,  w e l c h e  a l l e r d i n g s  im P u n k t e  

L = 4 u ,  Y = q a ,  2 = a  einen S i n g u l ä r e n  P n n k t  hat, n ä m l i c h  einen d o p p e l t e n  P u n k t ,  i n d e m  

gich die C u r v e  v o m  P u n k t e  a aus in zwei R i c h t u n g e n ,  einmal in einer g e r a d e n  Linie 

und dann in einer Parabel, fortsetzt. -- E b e n s o  hat in Beispiel 2. die Curve (gerade 

Linie): ( 2 - - a ) ( [ 4 x - - a ] 4 - 4 y - [ x + a ] ) = 0  im P u n k t e  (3,9,2) einen doppelten Punkt, 

da Sich die zwei g e r a d e n  Linien, die durch das S y s t e m  der einen G l e i c h u n g :  

- a )  L 4 a - a l + 4 y - [ x - a D = 0  a u s g e d r ü c k t  w e r d e n ,  in d i e s e m  P u n k t e  d u r c h -  

S c h n e i d e n  und in zwei v e r s c h i e d e n e n  R i c h t u n g e n  fortsetzen. 

A n m e r k u n g .  Im G e g e n s a t z e  mit diesen E i g e n s c h a f t e n  der w i n d s c h i e f e n  Flächen 

w e r d e n  die d e v e l o p p a b l e n  Flächen von ihren t a n g i r e n d e n  E b e n e n  in j e d e m  Punkte 

nur in einer g e r a d e n  Linie berührt, (Die cylindrischen, conischen und evolutori- 

Schen Flächen w e r d e n  von ihren t a n g i r e n d e n  E b e n e n  allgemein in g e r a d e n  Linien 

berührt, die windschiefen Flächen w e r d e n  aber in geraden Linien durchschnitten,) 
V e r b i n d e t  m a n  daher die G l e i c h u n g e n  der d e v e l o p p a b l e n  F l ä c h e n  mit den G l e i c h u n g e n  

ihrer t a n g i r e n d e n  E b e n e n ,  80 k ö n n e n  beide nur die g e r a d e  Durchschnittslinie g e m e i n -  

Schaftlich haben. 

N i m m t  m a n  z. B. die G l e i c h u n g  der e v o l u t o r i s c h e n  Fläche (pag. 54): 

P ? Y = 3 p x 2 - - 2 2 ? + 2 ) /  (2?--p3x )?, (a) 
. , . . , 3 

80 ist die G l e i c h u n g  ihrer t a n g i r e n d e n  E b e n e  für einen Punkt, Zz. B. 2 / 1  2'=Pp, 

9 5 0 ,  wenn man in die G l e i c h u n g :
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V e r  1  + 2  π α ,  

ἂ ψ  Ξ-------- S u b s t i t u i r t :  die W e r t h e  “ ὃ  ; Ζ Ξ  ᾿ 

  

9 = 5 4 - -  ἐ κ ε ῖ ν .  9) 

E l i m i n i r t  m a n  aus G l e i c h u n g  (a) u n d  (b) die eine C o o r d i n a t e ,  z. Β,. Y, 50 erhält 

man eine E n d g l e i c h u n g  z w i s c h e n  ἃ und 2, w e l c h e  die Projection der g e r a d e n  D u r c h -  

Schmittslinie in der E b e n e  X Z  giebt. Diese E n d g l e i c h u n g  ist: 

Τ Ο Σ  Ω Ν  

Der Factor, der Sich aus dieser G l e i c h u n g  eliminiren lässt, und der die Projection 

der g e r a d e n  Durchschnittslinie darstellt, wird auf folgende Art g e f u n d e n .  Die T a n -  

gente der W e n d u n g s c u r v e  ἰδὲ diese g e r a d e  Durchschnittslinie. Die G l e i c h u n g e n  dieser 

T a n g e n t e  Sind: 1 - 2 3  2 - 2 9 ;  1 9 2 - 0 .  

  Nun ist a u a  P e  (pag. 55), und dy wird aus der Gleichung: 
da π ο  ν ε τ α ι  da 

d y j d z  
a e  +  d z j d z  

gefunden. Es i e t “  1 5  6 2 - v 2 < p a )  Für χ ι τ ῶ ν  ὥ ξ ξ ρ  γ ε ν  igt 42 5 .  ἡ ἐ ν  8 
4 ?  ? d z  d y  Δ΄ 

Die G l e i c h u n g e n  der Durchschnittslinie Sind daher: 

»-p=0-2p, z=zu41p; gp w p ) ,  νῦν 1 
PVT 4P> = % - + 7 P 3  J P  4 "  9 4 7 1 6  

W e r d e n  diese W e r t h e  in die G l e i c h u n g  der e v o l u t o r i e c h e n  Fläche Substituirt: 

p 2 y = 3 p 2 : 2 - - 2 2 2 - 1 - 2 v ( 2 * - - p 3 ) ? ,  

50 m a c h e n  Sie diese G l e i c h u n g  wirklich gleich Null, z u m  B e w e i s e ,  dass jede Projection 

der t a n g i r e n d e n  E b e n e  u n d  der F l ä c h e  e i n e n  e l i m i n i r b a r e n  e i n f a c h e n  F a c t o r  hat. So 

ist der Factor π α ν  ε ν  in obiger G l e i c h u n g :  

dieser eliminirbare Factor, der auch wirklich jene G l e i c h u n g  gleich Null macht, wie 

eine leichte R e c h n u n g  zeigt. --- Es ist e i n l e u c h t e n d ,  dass die evolutorischen Flächen 

und ihre t a n g i r e n d e n  E b e n e n  ausser ihrer g e r a d e n  Durchschnittslinie keine andere Linie 

g e m e i n s c h a f t l i c h  h a b e n ,  und dass daher jene: E n d g l e i c h u n g e n  ausser den g e f u n d e n e n  

W e r t h e n  keine a n d e r e n  reellen W e r t h e  h a b e n  k ö n n e n .
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B e i s p i e l e  zu d e n  w i n d s c h i e f e n  F l ä c h e n ,  

Beispiel 1. Es Sei die G l e i c h u n g  der Fläche g e g e b e n  : 

απ - - ο γ ξ ε θ ,  

deren hauptsächlichste E i g e n s c h a f t e n  bereits b e s t i m m t  w o r d e n  Sind 

4) U n S t e n t s c h e i d e n  zu k ö n n e n ,  ob diess eine windschiefe Fläche Sei, oder nicht, 

untersucht m a n  die zweiten Differenzialien e m e r  Ordinate, Zz. B. 2, die als F u n c t i o n  

der beiden andern O r d i n a t e n  x und g e n o m m e n  wird, 

  

    

  

    

      

  

E s  δ :  

zmpd; 6 νὰ, ἀ π  1 σ́ 2  [4τ| 1 π ὶ  1 ὦ 
= V  ἃ: d a l  Va d y  W a y  d s  * ldzdy“ W a y  ἀ ν  Ava? 

Es ist d a h e r :  

Κ Ω ͂ Ν  γ ᾽  χ ο ὰ ν  α π  1? [ 5 2 4 5  ΣΖ 

Ο Ν  P s  y '  „V ἀ χ ά ν   ' d z ?  d y  d y  2 9 , 2 9  

de I E E  daz] d x  x α ΄  
|  dyz; 

Da der Q u o t i e n t  τ  z w e i  W e r t h e  hat, So ἰδὲ die u n t e r s u c h t e  F l ä c h e  eine w i n d -  

schiefe F l ä c h e .  D e r  eine W e r t h  ist: 4 - 0 ;  der a n d e r e  W e r t h  ist: τ ς  4, . 

2) U m  b e s t i m m e n  zu k ö n n e n ,  w e l c h e r  dieser W e r t h e  der g e r a d e n  Linie, und 

w e l c h e r  der Curve mit einem Inflexionspunkte z u g e h ö r e ,  Substituirt m a n  beide W e r t h e  

in das dritte Differenzial: : 

    

  

d ; z  α ς  ε ἰ  ἂ ψ  3 2 2 ,  4 8 } .  F A C S )  
ἄ χ  d a ? )  ἀ ν  d s “  d z d y  

Da 

„ R I M  ἀ ξ  ς͵ αἧς 1! 4  8 7  
d =  Ν Ξ  Ν  W a y s  3 Π ρ  8 /aus "ZU 

  

       

50 m a c h t  0 m  das dritte D i f f e r e n z i a l  d 3 2  gleich Null, und der W e r t h  9 - 0  g e h ö r t  zu 

der g e r a d e n  Linie. H i n g e g e n  macht der W e r t h  4 .  ἦν das dritte Differenzial: 

ἐ ς  3  1 6 9  3  6 4 9  = 4 1 3 p  4. 

dz? 4 x v a y ?  K E N N  
  

Der W e r t h  E n  zeigt also die R i c h t u n g  der Curve mit einem Inflexions- 

punkte an, 

3) D i e  eine Gleichung , der g e r a d e n  Linie ist, da 4 - 0  ist: E Z  L = .  

9 X
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U m  eine zweite G l e i c h u n g  zu finden, n i m m t  m a n  eine a n d e r e  C o o r d i n a t e ,  z.B. ᾧ 
2 , d z  a2? . . 

als F u n c t i o n  v o n  x u n d  2, u n d  Sucht n u n  --. D a  Y = Z X  iSt, S0 iSt: 

  

      

  

  
  

    

  

    

dz“ 

ἂψ θ α .  Π Σ  Py 6a2? ! Ay) ἀ α ς ͵  dy 2a 
=  αὐ I d z l  α ὐ  ἰ ᾶ ἀ χ ι  3 ?  ἰἀχάσ |  3 3 ?  ἀ φ  x  

D a r a u s  folgt, dass: δ 

Γ Ν  ΤΠ f; 
ds ἄ ρ ί ς ,  7 ἀράς" auta) ds 22,2 ἢ 
dz d y  d y  ? d x  3 3 x  

dz? 'dz? 

Sei. V o n  d i e s e n  b e i d e n  W e r t h e n :  E Z ;  ἐ ξ  ὃ :  m a c h t  d z  3 das dritte Diffe- 
XxX Xx d x  Xx d s  x 

renzial gleich Null; er gehört also zu der g e r a d e n  Linie. Diess giebt die zweite 

G l e i c h u n g  der g e r a d e n  Linie: - -  5. 
ἔ - - Σ  X 

Diese G l e i c h u n g  in V e r b i n d u n g  mit der v o r h e r g e h e n d e n  G l e i c h u n g  : 0  

b e s t i m m t  die gesuchte gerade Linie. | 

4) Die L e i t u n g s c u r v e n  k ö n n e n  beliebig g e f u n d e n  w e r d e n .  D u r c h s c h n e i d e t  man 

die g e g e b e n e  Fläche parallel! mit der E b e n e  Y Z ,  und wird x constant τες! g e n o m -  

m e n ,  80 hat die D u r c h s c h n i t t s c u r v e  die Gleichung: a 2 ? - - x ' ? 2 y .  Sie ist also eine 

A p o l l o n i s c h e  Parabel, deren Scheitel in A  ist, wie Schon früher g e f u n d e n  w u r d e .  

5) Die L a g e  der t a n g i r e n d e n  E b e n e  , und ihre D u r c h s c h n i t t s c u r v e  mit der w i n d -  

Schiefen Fläche ist bereits in den v o r h e r g e h e n d e n  U n t e r s u c h u n g e n  b e s t i m m t  w o r d e n .  

6) Legt m a n  in einen Punkt a, z. B. a x = a ,  y = a ,  2 = a ,  Senkrecht auf die Co- 

o r d i n a t e n - E b e n e  X Y  eine E b e n e  durch die Linie m n ,  deren L a g e  durch die zweiten 

  
          
    
  

  

  

   

   

  

   

      
  

  

  

     

   

     

  

    
     

κ΄ bh“ Zz 
T T   ̓ “7.3, 4 

ΞΞ Ἂς τ ς  S L P  DEI, 

= = =  0 0 0 1 )  
1  X  f/ “ ,  1 : 1  5 5 ;  k t “  

=  ἊΞ “ Π Ὶ ;  γ ν  
y  ται " τ  w / 5  7 5  / / δ 

| ὶ ἤέλλμη 
 ̓ δὴ 1 1 ;  ἢ 7 7  
VJ Π Ν  I E  “' 

f  | δ ὴ  ν f ö  w d  - . '  4 0 4 / 1 0 4  

ἀ κ ν ν ο δ  νι 7 (1111/52, T I N Y  Ννὰ Y V W I F H I T E L  MW I  
, ὴ  " * . 7} 7 , 7 3 2  

κ' δ  ὄ V N  | I S  

  

ΕΣ 

Werthe von dy und ἐ ξ  w s  ω , - - ῶ ξ  bestimmt ἰδὲ, 80 durchschneidet diese Ebene 
d x  dE 5 2 :  ἃ
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die w i n d s c h i e f e  Fläche in der C u r v e  kah. Die G l e i c h u n g  dieser E b e n e  ist: u e  ) - 4 ,  

oder: 45-- 3a==7). V e r b i n d e t  m a n  diese G l e i c h u n g  mit der G l e i c h u n g  der w i n d s c h i e f e n  

Fläche: 2 = 2  " 4  y, 80 ist die Curve Z a k  durch diese beiden G l e i c h u n g e n  bestimmt. 

Die Projection dieser C u r v e  auf die E b e n e  X Y  ist die gerade Linie k'y'h, ihre Pro- 

jection auf  die E b e n e  Z Y  ist die Curve O a k “  und ihre Projection auf die E b e n e  

A Z  ist die Curve ha'“'k“. 

Die G l e i c h u n g  der C u r v e  O a ' ' k “  findet man, w e n n  m a n  aus den g e g e b e n e n  Glei- 

c h u n g e n :  4 x - - 3 a = 4 y  (1) und 2 = 2  "4 - die Grösse Xx eliminirt, Diese G l e i c h u n g  ist: 

iin + 2 2 )  - Y  

: = (  4 |/ a  

D a r a u s  findet m a n :  

y |  / 4 Yay 
T =  ( ἐ ν :  ε ἰ ν  )ay; as ( V a r  -1- J a y  

Für d ? 2 = 0  wird Y E S T E  und ψ Ξ Ξ : Ξ  α. 

W e i l  in der Fläche, τ α ς ,  2 ,  die Coordinate y nur posifive W e r t h e  haben 

kann, 50 folgt, dass die Curve im Punkte Y = = a  einen Inflexionspunkt habe, 

Eliminirt m a n  aus den G l e i c h u n g e n  (1) und (11.) die Grösse Y, 850. geht die Glei- 

c h u n g  der Projection O a ' ' k '  h e r v o r  : 

2 = = X x 1  /  ( Z - 3 )  . 

D a r a u s  findet m a n :  

  

    
d e z  1 6 2 - -  i r  y r  | 

a y f  7  zT ἡ 

und für α ὖ  folgt: ἄξξξα, 

Die Curve O a k “  hat also für 3 = a  ebenfalls einen - Inflexionspunkt. 

Da nun die beiden Projectionen der Curve kal für die W e r t h e  y = a  und 3 = a  
Inflexionspunkie haben, 80 hat die C n r v e  k a h  für y = a ,  x = 4 a  ( w o r a u s  Sich von Selbst 

2 = = a  ergiebt) gleichfalls einen Inflexionspunkt. 

Z u s a t 2 .  Die P r o j e c t i o n e n  der C u r v e  Κ α ὶ  auf die drei C o o r d i n a t e n - E b e n e n  Sind 

also: 1) auf die E b e n e  X Y  die g e r a d e  Linie k'y', 2) auf die E b e n e  Y Z  die C u r v e  

O a k ,  3) auf die E b e n e  X Z  die C u r v e  λα’ κ΄. 

H i n g e g e n  hat die gerade Durchschnittslinie der Fläche, nämlich cab, folgende 

Projec tionen: auf die E b e n e  X Y  die Linie δ́  β́ , 2) auf die E b e n e  Y Z  die Linie c h “ ,
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3) auf die E b e n e  X Z  die Linie Ob““. Die Linie 8'b' ἰδὲ parallel mit O X ,  und ent- 

' - - a  

  

Spricht der Gleichung: r a  0; die Linie O b “  halbirt den rechten Winkel Z O X .  

und entspricht der g e f u n d e n e n  Gleichung: f h  

A n m e r k u n g .  Die g e f u n d e n e n  C u r v e n  h a “ ' k “ ,  O a ' ' k “  k ö n n e n  aufs Leichteste 

g e o m e t r i s c h  construirt w e r d e n .  

[51 nämlich a b m  eine A p o l l o n i s c h e  Parabel von der G l e i c h u n g  : 9? =Pp4x, 

und ak die A x e ,  und n i m m t  man in allen Co- 

ordinaten e b = a c ,  m r = a n  ἃ. 5. W., S0 gebt 

( w e n n  der A r m  cs c o n g r u e n t  mit a c n  g e n o m -  

m e n  wird), eine Curve 7icas hervor, w e l c h e  

die G l e i c h u n g  hat: 

  

  

v = 5 v  ρα- τ α  T 

N i m m t  m a n  m m  in dieser C u r v e  d e a r s  u n d  

in der ' c o n s t r u i r e n d e n  P a r a b e l  a b h m  in allen 

C o o r d m a t e n  oc = οὗ, d r  = hr οἷοι, verbindet 

m a n  alle Punkte o, 7 etc. durch die Curve aor7, 

und b e z e i c h n e t  m a n  für die A x e  a k  die O r d i -  
      

" 4  | n a t e n  der n e u e n  C u r v e  mit 9“, 80 ist: 

| : ' 1 1 1 Xx 
7 2  γ ὰ  | π ο ν  ψ ί τ ε ς  ψ ’ Ἐ γ ε σ ν ρ α - Ε χ α γ ή  Ῥ᾽ 

| 5 k | 2  Ρ Ο  λ α  

 ̓ 16,  ̓

eine G l e i c h u n g ,  mit der die G l e i c h u n g e n  der beiden C u r v e n  ἢ.’ “4 und O a ' ' k “  

ü b e r e i n s t i m m e n  : 

2 0 2 0 - 3 0 ) .  ᾧ Έ ϑ α ) " ν  
.a 16a 

B e i s p i e l  2. Es Sei die G l e i c h u n g  g e g e b e n  : 

τς Δ --Y 2==airar, ( i m g  = 2 )  , 

Diese G l e i c h u n g  gehört der S c h r a u b e n f l ä c h e  ( W e n d e l f l ä c h e )  an. die durch die 

B e w e g u n g  einer g e r a d e n  Linie entsteht, die Sich i m m e r  Senkrecht auf  der A x e  Z  

f o r t b e w e g t ,  u n d  u m  Sie h e r u m  W i n k e l  b e s c h r e i b t ,  die den d u r c h l a u f e n e n  T h e i l e n  der 

A x e  Z  proportional Sind. Es ist nämlich für jeden Punkt der Fläche: P = T C 0 S V  

y = = r S i n . v  und 2 = = a r v .  D a r a u s  folgt: Y - = t a n g v ,  v = a n g - t a n g . ,  als9 2 = a r a n g . t a n g . ( Z ) ,  

Y w o f ü r  auch 2 = a r a r c . t a n g . “  g e s c h r i e b e n  wird. Eine fernere G l e i c h u n g  ist: Y - - t a n g . > .  
Xx > x " a r
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1) Es ist aus der G l e i c h u n g  2 = a r a r c . t a n g . Z :  

  

ds ay [42] ἀγα 
F E  α΄ Ἐ ν "  dy 3 2 4 9 2 ?  

? 2 2 z |  Z 2 a r x z y  [42 2 a r x y  | d z  | α γ ( ψ " - - α ὦ  

dz? ἀπ Ε ν ) "  ἀμ W 2 + 9 y ) 2 ? ?  Idzdy| + 9  )Y 

          

D a  | ἄ ς  Ἐ Δ  u n d  2  " ἢ  v e r s c h i e d e n e  Z e i c h e n  h a b e n ,  850. ist die F l ä c h e  eine w i n d -  

schieſe Fläche, da i m m e r  
? s  

  

dz 12 S T  Z z z  Ὧ Ν  
Γ Ξ  ( d z  

ist. M a n  findet: 

dy . » - -  Ἐ ν  
d s  2 3 y  2  * 

  

a l 8 0  : 

U y  α͵ dy 4  
a  PP A w  x  

2) U m  e n t s c h e i d e n  zu k ö n n e n ,  w e l c h e r  dieser W e r t h e  der g e r a d e n  Linie a n g e -  

höre, Substituirt m a n  beide W e r t h e  in das dritte Differenzial. M a n  findet, dass der 

W e r t h  Ἵ das dritte Differenzial gleich Null macht, und es ist: 

. “ - . .  ὼ.------ 
w e  3 9  

Daraus folgen die σ ὸ ν  

Ἴ . . : ) .  9  ( 2  τ ῇ  ὦ  ( a l )  
Ἐ Ξ  τ  0 9  

3) Auf dieselbe Art b e s t i m m t  m a n  die W e r t h e  “ Ξ  , indem m a n  die partiellen 

Differenzialien der G l e i c h u n g :  y = a t a n g .  5 }  nimmt. 

d“ . . , . 
Da I  - 0  iSt, 80 ergiebt Sick von Selbst, dass die untersuchte Fläche eine 

  
  

  

      

dx 

w i n d s c h i e f e  Fläche, und dass der eine W e r t h  von Ξ  gleich Null Sei. 

D e n n  es ist: 

d z  F S  i x  

Ν Ε Ι ͂ Ν  
εἰς: d z  

a l s 0  : 

9 ἦν 
4 2 . 0  und ἀ ξ  d w d z  
d s  ? d x  d y



N u n  ist 

  

d y  =-0, Κ Ε Ν  1 5; ἂ ν  n e  

A d a d  ( ω ς .  5} E a r  ( 0 . 2 )  

Es ist d a h e r  der z w e i t e  W e r t h  v o n  d z  ἢ 

    

  

dx 

&  a  a r  

d e  z t a n g . Z  y 

Da endlich Ἐ Σ  ὅ - -  ἰδῖ, 50 folgt, dass der W e r t h  42 α ς  dritte Differenzial ἐ ν  
da 

gleich Null m a c h e ,  Es ist also dz Ὁ der erste W e r t h  01, und dz - - T  der zweite 
ds Zj d s  4 

W e r t h  w.. 

Aus ὦ, folgt, Ξ Ε  die zweite Gleichung der geraden Durchschnittslinie 

gei, Die G l e i c h u n g  aus, 0,, nämlich: 

2  ar ar 

ξ - - α  
  

Φ 
α ἰ λ ῃ σ . - -  

a r  

iSt die zweite G l e i c h u n g  der T a n g e n t e  der D u r c h s c h n i t t s c u r v e .  

Die G l e i c h u n g e n  der g e r a d e n  Durchschnittslinien Sind a l s o  : 

=  < =  Ἴ 4) Ἐ Ξ :  (  

Aus G l e i c h u n g  (II) folgt, dass die g e r a d e  Durchschnittslinie i m m e r  parallel mit 

der Ebene X Y  ist, und aus Gleichung (1.) folgt, dass diese Linie immer die Axe 
d u r c h s c h n e i d e t ,  auf der Sie also Senkrecht Steht. 

4) Die G l e i c h u n g  der t a n g i r e n d e n  E b e n e  ἰδὲ: 

  

“! 
(ξ-᾿ἀὑὀ2 Ἐ Ξ  Ρ Σ  ἤτεξ τ α  

W e r d e n  die g e f u n d e n e n  W e r t h e  von e s  und ἢ  Substituirt, 50. folgt die Glei- 

chung: 
x ?  

- 9 9 2 /  G T  6  -  A Z  Ἔ Μ ,  ; 

x  

ηαν--ἔγτοις- « ( 5 . 3  Ἔ ν
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V e r b i n d e t  m a n  diese G l e i c h u n g  mit der G l e i c h u n g  der w i n d s c h i e f e n  Fläche: 

Y 2 = a r a r c . i a n g . “ “  
X 

50 erhält m a n  die zwei D u r c h s c h n i t t s c u r v e n  der E b e n e  und der Fläche. Die eine dieser 

C u r v e n  ist i m m e r  eine g e r a d e  Linie. 

Eliminirt man aus beiden G l e i c h u n g e n  je eine der C o o r d i n a t e n ,  80 erhält m a n  

die e n t s p r e c h e n d e n  Projectionen. So ist z. B. die Projection auf die E b e n e  X Y :  

( Y x ' =  D Y ) ,  2  -- Y. = .  a r o t a n g . .  5 
2 P + 4 *  ar 

ν Y I  2 Y e  -ιλησ ἶ 5 ΄ .  “ 5  1  ang.( 

  

α ἰ  Ἐ ν  a r )  

Vtano.( SI I O  x 
L = t u n g  ( x + y “  + )  | 

Für alle Punkte, für w e l c h e  

M - -  arl) p r  pt mf v a g e  ψ .  Y '  O v )  - W 2 9 9 0 ,  5  

iSt, folgt: 

3 tang. 2  T a n g .  7. 

Es erfolgen also zwei identische G l e i c h u n g e n  der n ä m l i c h e n  g e r a d e n  Linie, w e l c h e  die 

D u r c h s c h n i t t s l i n i e  ist. Und diess entspricht bei den t r a n s c e n d e n t e n  G l e i c h u n g e n  der 

Elimination eines einfachen Factors der a l g e b r a i s c h e n  G l e i c h u n g e n .  

O b i g e  Projection der D u r c h s c h n i t t s c u r v e  zerlegt Sich also in die zwei G l e i c h u n g e n :  

Q - Y ) 2 / - ( 7 - - 2 x 7 9 = 0  (ingulär für die Durchschnittslinie), 
Ε Ν  ψ α ΄ - - α ὐ '  « “ Μ Ν  . 
Z = t a u g . (  “τς τ ς  T y “  + 2 )  (für die D u r c h s c h n i t t s c u r v e ) .  

Diese letztere G l e i c h u n g  gilt ü b e r h a u p t  für die Durchschnittslinie und für die 

D u r c h s c h n i t t s c u r v e ,  Sowie bei a l g e b r a i s c h e n  C u r v e n  die früher g e f u n d e n e n  G l e i c h u n -  

gen, Ζ. B.: 
2 

(»-4(Z-2--4la--91)=0 
für  die Durchschnittslinie, wie für die D u r c h s c h n i t t s c u r v e  gelten, Bei a l g e b r a i s c h e n  

G l e i c h u n g e n  kann Sogleich der eine Factor eliminirt w e r d e n ,  w ä h r e n d  bei transcen- 

denten G l e i c h u n g e n  S ä m m t l i c h e  F a c t o r e n  vereinigt bleiben. 

5) Die t a n g i r e n d e  E b e n e  d u r c h s c h n e i d e t  also die w i n d s c h i e f e  F l ä c h e  in einer g e -  

raden Linie und in einer Curve. Diese C u r v e  und die g e r a d e  Linie d u r c h s c h n e i d e n  

Sich Selber g e g e n s e i t i g  im Punkte (2x',9',2). Die tangirende E b e n e  ἰδὲ also um den 

Punkt (3',9/,2') herum zweimal über und zweimal unter der windschiefen Fläche. 
D a v o n  kann m a n  gich durch eine leichte R e c h n u n g  ü b e r z e u g e n .  

N i m m t  m a n  in der F l ä c h e :  

2 = = a r a r c . ( t a n g . 7 )  
X 

11)
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der Einfachheit willen a = 1 ,  850 ist für den Punkt: 

1 ! 1  [x (1 
4.--:- -  4.--- 4.--... 

ω 7 5 :  " 4 7 1  2? als0 2 4" 

die G l e i c h u n g  der t a n g i r e n d e n  E b e n e  : 

„ S M M  
D V  + = ,  

und die G l e i c h u n g  der F l ä c h e  : 

2 = r a r c . ( t a n g . Z ) .  
X 

N e h m e n  wir in der t a n g i r e n d e n  E b e n e  zZ. B. den Punkt: 

n = = ( 0 , 5 ) 7 ,  5 = ( 0 0 , 6 ) r ,  

80 ist 

ζ-ΞΞ(0,715)ν, 

und in der w i n d s c h i e f e n  F l ä c h e  für: 

Y = 0 0 , 5 ) ,  x = = 0 0 , 6 ) 7  : 2 = = ( 0 , 6 9 5 ) r .  

Es ist also & grösser als 2 (D). 

Für 77==(0,5)r, ξξεξ(θ,4)γ ἰδὲ & = ( 0 , 8 5 6 ) r  und 2 = = ( 0 , 8 9 6 ) r .  

Es ist also & kleiner als 2 (ID. 

Für ηξξῦ, x = ( 0 , 5  )r ist 5 = ( 1 , 1 3 9 ) r  und 2 = = ( 1 , 1 0 ) r .  

Es ist also ζ w i e d e r  g r ö s s e r  als 2 ( I D .  

Für = r ,  a = ( 1 , 4 r  ἰδὲ 8 = ( 0 , 7 1 5 ) r  und 2 = ( 0 , 7 3 9 ) r .  

Es ist also & kleiner als 3 (IV). 

Dis tangirende E b e n e  und die w i n d s c h i e f e  Fläche d u r c h s c h n e i d e n  Sich 4150 z w e i m a l  

im P u n k t e  ( 2 , 9 , 2 ) ,  und liegen u m  d i e s e n  P u n k t  h e r u m  z w e i m a l  ü b e r  g i n a n d e r  und 

u n t e r  e i n a n d e r :  

6) Legt m a n  im Punkte ( 3 , 9 / , 2 )  durch die Linie: 
1 - 4  « '  

  

eine E b e n e  durch die C o o r d i n a t e  Ζ, also Senkrecht auf X Y ,  50. ist die G l e i c h u n g  

d i e s e r  E b e n e  S e l b s t  : 

  

Für x = " ,  Zz. B. = r |  /  -  geht diese G l e i c h u n g  in: 

( n + 5 D = r / 2  

über. Verbindet man diese Gleichung mit der Gleichung der windschiefen Fläche : 

S = t a n g . ( Z ) ,  

80 ἰδὲ die Projection der D u r c h s c h n i t t s c u r v e  auf die E b e n e  X Z :  

rv 2 X  = t a n g . ( Z ) ,  oder 2 = r a r c . t a n g . (  

  

r v V 2 - %  4 )  
5;
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Ihre Projection auf die E b e n e  Y Z  hat die G l e i c h u n g :  

=tang 2; «- Ψ ὃ 1. I Z  5 = t a n g . 7  2 = = r  are. tang. ( 7 5 7 )  (al.) 

B e i d e  C u r v e n  h a b e n  im P u n k t e :  

Ἔ Σ Τ Ε  , ἢ, y = r / 5  

einen Inflexionspunkt, D e n n  es ist in Curve (1.) 

1 ? v V 2 ( 2 2 x - - r v 2 ) d x ?  4.----- rYVV/2 ds d e z  
W - - = =  ὁ ( α ϑ  r a  2 :  τ ᾽   ̓ ( a ?  γ ῶ ν  2 4 1 2 ) ,  

  

    

Für 

2 3 = r v  2, o d e r  w = r j /  1  w i r d  d ? z = 0 .  Die C u r v e  (1) hat 4150 in d i e s e m  P u n k t e  

einen Inflexionspunkt. 

In der G l e i c h u n g  der C u r v e  (11) ist: 

4:--- N Z  d r  LN ZI rr 2 Er 
„ I  r w 2 + r 2  2 0 - 1  y v / 2 4 1 2  

    

D a  für ψ ξ ξ  y s  = w i e d e r  d ? 2 = 0  w i r d ,  80 hat a u c h  die C u r v e  (Il) im P u n k t e  * 

( υ Ξ  7 }  5 )  einen Inflexionspunkt. 

Beispiel ὃ. Es Soll die G l e i c h u n g  der w i n d s c h i e f e n  Fläche b e s t i m m t  w e r d e n ,  

w e l c h e  durch die B e w e g u n g  der g e r a d e n  Linie: 
2 

E O  (god) Z s  μεις - " . -  3  > G  0) 37 Y = ( 2 - 0 ) 7 :  

b e s c h r i e b e n  wird. Die G r ö s s e  p ist c o n s t a n t ,  u n d  α ist eine F u n c t i o n  der V e r ä n d e r -  

lichen 3%, Y, Z 

Eliminirt man aus d n  beiden G l e i c h u n g e n  die Function &, 50 findet m a n  als 

E n d g l e i c h u n g :  

P E E P F Y )  g =  -PZ 
P=?+FPI+Y2D) P I I I  

o d e r  

22(p+py-+92). 
O r ?  

D a s s  diese G l e i c h u n g  w i r k l i c h  die G l e i c h u n g  einer w i n d s c h i e f e n  F l ä c h e  Sei. g e h t  

aus f o l g e n d e n  R e c h n u n g e n  hervor. Es ist: 

σας H B P  F I U ,  -  -P32-2p22%--2py2?--2y2 „ 
    

    

    

  

  

d i z   p + y ?  ? P + Y ) *  

dba Z P  F 2 p Y a F Ö H Z  ἘΞ . ὀ ῳ υ ε ῖ τ ρ ξ  Ἐ π "  ρ:ΐ, 
ἀ φ  + 9 2  ( p + *   ̓

| d ? x  | | 3 m .  '2--4pYZ-- 6 9 2 *  
d y e  D + )  Ν  

ι ὸ  5
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Es ist d a h e r :  

d y ?  d z  Id2x 2(.2 
Β Ε Γ  d z  gleich : 42 (y + p y - 5 p 2 P ,  

ein Product z w e i e r  Quadrate, das i m m e r  eine pogitive G r ö s s e  ist. Dieses ἰδὲ aber das 

Criterium für die w i n d s c h i e f e n  Flächen. 

      

M a n  findet für 

ἀ ξ  Ν Ε  Σ Ε  22p ἴ α  r y  - 3 2 )  
day Ἐ Ξ  "  

    

  (dz? (er 

also je zwei W e r t h e ,  die ohne S c h w i e r i g k e i t  b e r e c h n e t  w e r d e n  können. 

  

A l l g e m e i n e  A n m e r k u n g e n  z u  d e n  g e r a d l i n i g e n  K r u m m e n  F l ä c h e n .  

1) G e h e n  wir von den G l e i c h u n g e n  einer g e r a d e n  Linie aus, durch deren Be- 

w e g u n g  eine geradlinige k r u m m e  Fläche b e s c h r i e b e n  wird, 

( y - F a y = ( 2 x  --αὐφα; (τ:- ς α γ ξ ε ( - - - α ὐ ψ α ,  
80 ist 

1) die b e s c h r i e b e n e  Fläche c y l i n d r i s c h ,  w e n n  φ ὰ  und a  c o n s t a n t e  Grössgen 

Sind, &, ſa u n d  δ α  m ö g e n  w a s  i m m e r  für F u n c t i o n e n  Sein, 

2) Die Fläche ist conisch, w e n n  α, ſa und F a  c o n s t a n t e  G r ö s s e n  (die C o o r -  

dinaten des Scheitels) Sind. die Grösgen, φ ὰ  und V a  m ö g e n  was i m m e r  für F u n c t i o n e n  - 

v e r ä n d e r l i c h e r  G r ö s s e n  Sein. 

3) Die F l ä c h e  ist e v o l u t o r i s c h ,  w e n n  

d F a  dſs 
=  -- u n d  8 7 5  

ω da v da 

iSt, die Grössgen α, ἔα, F a  m ö g e n  übrigens was i m m e r  für F u n c t i o n e n  v e r ä n d e r l i c h e r  

G r ö s s e n  Sein, 

4) Die F l ä c h e  ἰδὲ w i n d s c h i e f ,  w e n n  w e d e r  ας, fa, F a  S ä m m t l i c h  c o n s t a n t ,  n o c h  

φὰ und fa m i t e i n a n d e r  constant, noch auch 

p a ,  und ψα--- VT 

iSt. Diess Stellt die U n t e r s c h i e d e  der vier Arten der geradlinig k r u m m e n  Flächen 

auf's Deutlichste heraus, und giebt die Mittel an der H a n d ,  die G l e i c h u n g e n  Solcher 

Flächen auf's Leichteste zu bilden.
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So m u s s  zZ, B, die E n d g l e i c h u n g ,  die aus der Elinination von α aus den beiden 

G l e i c h u n g e n  h e r v o r g e h t  : 

[2] αϑ ce“ 
p p  (2-4); Y p p  ( 2 = a )  

'eine c y l i n d r i s c h e  Fläche geben, weil φ α - - 3  und W w a = = 2  constante Grössgen Sind. E b e n  

50 muss die E n d g l e i c h u n g  von 

3. α ν  ἃ 

eine conische Fläche geben, weil in den Gleichungen 

( Ψ - - Ε α )  =  ( z - 4 )  p e ;  π - τ - ί α  =  ( z a )  ψ ὰ  

die G r ö s g e n  α, fa, F'a gleich Null, als0 S ä m m t l i c h  constant Sind. Diese E n d g l e i c h u n g  

iet 9? =  ᾿ ξ .  und eine leichte R e c h n u n g  zeigt, dass Sie einem Kegel z u g e h ö r e ,  

dessen Scheitel im A n f a n g s p u n k t e  der C o o r d i n a t e n  ist. Auf gleiche Art m u s s  die 

E n d g l e i c h u n g  von 

(x--&%") =  2 ( 3 = > )  αἰ ( x - a * )  =  4 ( 2 - > )  az 

eine e v o l u t o r i s c h e  Fläche g e b e n ,  weil αὐ und 2a; αὐ und 403 F u n c t i o n e n  und Dif- 

ferenzialien g e g e n  einander Sind. 

Endlich muss Zz. B. die E n d g l e i c h u n g  von 

χ ὰ  
2 3 5 7  Y = = > ;  als0 μ ὲ  = x y  

eine w i n d s c h i e f e  Fläche g e b e n ,  weil w e d e r  p a  und a  mit einander constant, noch 

ας, fä, F a  mit einander constant, noch auch p a  und z a  die ersten Differenzialien 

von δ ὰ  und fa Sind. 

I. Die cylindrischen und c o n i s c h e n  Flächen Sind d e v e l o p p a b l e  F l ä c h e n  , ἃ, h. 

Sie k ö n n e n  ohne Falten oder Risse in E b e n e n  ausgebreitet w e r d e n .  Diess ist, wie 

b e k a n n t  , nur bei Solchen Flächen der Fall, die in g e r a d e n  Linien 80 geschnitten w e r -  

den, dass z w i s c h e n  diese Selbst eine E b e n e  gelegt w e r d e n  kann. So Sind die gera- 

den Linien der cylindrischen Flächen parallel, und z w i s c h e n  zwei parallelen Linien 

kann eine E b e n e  gelegt w e r d e n .  So d u r c h S c h n e i d e n  Sich die g e r a d e n  Linien der 

c o n i s c h e n  F l ä c h e n  im Scheitel, und z w i s c h e n  zwei Sich d u r g h s c h n e i d e n d e n  g e r a d e n  

Linien kann eine E b e n e  gelegt w e r d e n .  Die w i n d s c h i e f e n  F l ä c h e n  h i n g e g e n  k ö n n e n  

nicht ohne Falten und Risse in E b e n e n  ausgebreitet w e r d e n ,  wie allgemein a n g e n o m  

m e n  und b e w i e s e n  wird. Es bleibt daher nur noch zu u n t e r s u c h e n  übrig, ob die 

e v o l u t o r i s c h e n  Flächen ohne Falten und Risse in E b e n e n  ausbreitbar, ob Sie im S t r e n g e n  

Sinne d e v e l o p p a b e l  Seien oder nicht. Als Solche w e r d e n  Sie g e w ö h n l i c h  a n g e n o m -  

m e n  ; m a n  denkt Sich die Möglichkeit, dass Sich die g e r a d e n  Linien der evolutorischen 

Flächen, d. h. der T a n g e n t e n  der W e n d u n g s c u r v e n ,  z w a r  nicht in d e m s e l b e n  Punkte, 

aber doch in v e r s c h i e d e n e n  auf einander f o l g e n d e n  P u n k t e n  d u r c h s c h n e i d e n  , was in 

Zweifel gestellt w e r d e n  kann; denn Sie d u r c h s c h n e i d e n  Sich nicht, S o n d e r n  Sie g e h e n  

über und unter einander w e g .
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W e n n  Sich die g e r a d e n  Linien a m ,  m c ,  nd eic. 

in den P u n k t e n  m, 21, 7, 5 eto. d u r c h s c h n e i d e n ,  50 

k ö n n e n  allerdings die einzelnen Streifen a m e ,  e n d  οἷς, 

also auch die ganze Fläche ohne Falten und Rissge in 

eine E b e n e  ausgebreitet w e r d e n .  Allein die g e r a d e n  

Linien k ö n n e n  Sich nicht d u r c h s c h n e i d e n .  D e n n  durch- 

Schnitten 510}. Zz. B. die Linien a m  und c m  in d e m  

Punkte m, 50 müsste eine neue Linie von y aus eins 

dieser Linien w i e d e r  d u r c h s c h n e i d e n ,  z. B. die Linie 

a m  im Punkte 2. Und diese n e u e n  D u r c h s c h n i t t s p u n k t e  

k ö n n t e n  b e l i e b i g  v e r m e h r t  w e r d e n .  Die e v o l u t o r i s c h e  F l ä c h e  mügsste also im P u n k t e  β 

C u n d  in j e d e m  a n d e r n  P u n k t e )  n a c h  Z w e i  R i c h t u n g e n  ( 2 m  und 8y) in g e r a d e n  L i n i e n  

durchschnitten w e r d e n  können. D a n n  m ü s s t e n  für; diesen Punkt die Differenzialien 

  

    

d . . . 
Ἴ Σ ,  “ Ξ  Je z w e i  v e r s c h i e d e n e  W e r t h e  h a b e n ,  w e l c h e  die zwei R i c h t u n g e n  der ge- 

raden Linien angäben. Diess ἰδὲ aber u n m ö g l i c h ,  da in den evolutorischen Flächen 

MICH d y  | 
d y  jdwdyi d z .  ( d e d z ,  

de dzt dr dy 
i d y * ;  d 2 ? ;  

j e d e s m a l  nur einen e i n z i g e n  W e r t h  haben können. 

Es Scheint 4150 die V o r a u s s e t z u n g  unrichtig zu Sein, dass Sich die g e r a d e n  Linien 

der e v o l u t o r i s c h e n  Flächen g e g e n s e i t i g  d u r c h s c h n e i d e n .  M a n  hat freilich die Diſfe- 

renzialien als unendlich kleine G r ö s g e n  a n g e n o m m e n ,  allein diess Sind Sie nicht, A u c h  

hat m a n  die einzelnen Streifen als unenilich S c h m a l e  Streifen a n g e n o m m e n .  Allein 80 

klein Sie auch gedacht w e r d e n  m ö g e n ,  80 Sind Sie doch niemals E b e n e n ,  denn kein 

Theil einer k r u m m e n  Fläche kann eine E b e n e  Sein, W e r d e n  aber diese Streifen nur 

als Linien g e n o m m e n ,  80 Sind gie keine Flächen; und w e r d e n  Sie als Flächen 'ge- 

n o m m e n ,  80 kann durch 516 keine E b e n e  gelegt w e r d e n ,  die Sie in zwei auf einander 

f o l g e n d e n  Linien d u r c h s c h n e i d e n  könnte. 

Es ist daher noch die F r a g e  zu e n t s c h e i d e n ,  ob die Flächen, denen die ge- 

meinschaftliche B e d i n g u n g s - G l e i c h u n g  : 

d 2 2  |? 

Ε Ξ Ε Έ  

α ἷ ς  

d x ?  

B s  

dy? 
z u k o m m t  (die c y l i n d r i s c h e n  . c o n i s c h e n  u n d  e v o l u t o r i s c h e n  F l ä c h e n ) ,  in die allge- 

m e i n e  B e n e n n u n g  der d e v e l o p p a b l e n  F l ä c h e n  z u s a m m e n g e f a s s t  w e r d e n  Sollen oder 

nicht, Diese F r a g e  hat z w a r  auf die G l e i c h u n g e n  dieser Flächen nicht den geringsten 

Einfluss . aber Sie k a n n  bei den U n t e r s u c h u n g e n  über die E v o l u t e n  der C u r v e n  
d o p p e l t e r  K r ü m m u n g  einen w e s e n t l i c h e n  ELinfluss e r l a n g e n .  

    

  

    

Es ist w ü n s c h e n s w e r t h .  dass diese Flächen, 80 wie gie eine g e m e i n s c h a f t l i c h e  

B e d i n g u n g s - G l e i c h u n g  h a b e n  :
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2 dz ἀπ 
d z d y  dy? 

  

dms; 

|  

      

auch ihre g e m e i n s c h a f t l i c h e  B e n e n n u n g  beibehalten, d. h. dass Sie d e v e l o p p a b l e  Flä- 

chen g e n a n n t  w e r d e n .  Es braucht nur der Begriff der d e v e l o p p a b l e n  F l ä c h e n  erweitert 

zu w e r d e n ,  dass Sie Solche Flächen Seien, d e n e n  obige B e d i n g u n g s - G l e i c h u n g  zu- 

k o m m t ,  nicht aber Solche F l ä c h e n  , die i m m e r  ohne Falten und Risse in E b e n e n  aus- 

gebreitet w e r d e n  können, In d i e s e m  a l l g e m e i n e n  Sinne ist auch der Begriff der de- 

v e l o p p a b l e n  Flächen in den v o r l i e g e n d e n  U n t e r s u c h u n g e n  g e b r a u c h t  w o r d e n .




