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VORLESUNGEN,
I. DER THEOLOGISCHEN FACULTAT.

Puoresson Dr. Heww liest: 1) Die zweite Halfle der Moraltheologic, nach Stapf,
wichentlich 5mal von 6—7 Uhr; 2) Pastoraltheologic, den didaktischen Theil mit
Hinweisung aul Gollowilz und Hirscher; den liturgischen Theil mit Hinweisung auf
Marzohl, wichentlich 4mal von 11—42 Uhr.

Proressor Dp. Var. Ressuass: A, Biblische Exegese: 1) Synoptische Zusammen-
stellung und Erklirung des legislativen Theils des Pentateuches tiglich von 8—9 Uhr;
2) iber die Typologie im Mosaischen Cultus, wichentlich 3mal. B, Biblisch-
oricntalische Philologie : 1) Hebrdische Spruche, verbunden mil practischen Uebungen
aus dem alten Testamente fiir den I lheol. Cursus, wochentlich 2mal; 2) Syrische
und Chaidaeische Sprache nach Jahn's Grammatik; 3) Arabische Sprache nach Jahn.

Proressorn De. Scuwan: 1) Kirchengeschichte nach eigenem FPlane mit Hinweisung auf
die Handbiicher von Alzog. Dollinger, u. 5. w., tdglich von 8—9 Uhr; 2) Patristik
tiber die Schriften und die Lehre Justins, des Philosophen, wichentlich 3mal.

Proresson De. Depmisci: 1) Katholische Dogmatik und Symbolik, nach eigenem Plane
unter Hinweisung aul Klee, tiglich von 9—10 Uhr; 2) Religionsphilosophie, nach
eigenem Plane, wichentlich 5usd von 11—12 Uhr.

P'noresson Da. Ses. Reissmans: 1) Erklirung des Johannes-Evangeliums, tiglich von
10—11 Uhr; 2) Erklirung der katholischen Briefe in geeigneten Stunden; 3) He-
briaische Sprache mit practischen Uebungen, @) fir den theologischen Cursus,
wichentlich 2mal, &) lir den philosophischen Cursus, wochentlich 2mal; 4) Arabi-
sche Sprache. in geeigneten Siunden.

li. DER JURISTISCHEN FACULTAT.

Provessor Dr. AvsEcat liest: 1) Gemeines und bayerisches Kirchenrecht der Katho-
liken und der Protestanten, mit Hinweisung auf Walters Lehrbuch. tiglich von
7—8 Uhr; 2) Civil-= und Strafprocesspracticam aus dem Standpuncte des bayerischen
Processrechles, wichentlich 4mal von §—9 Uhr,

Puoressor Dn. Ever: 1) Gemeinen deutschen Strafprocess in Vergleichung mit dem
franzisischen ond bayerischen, nach eigenem Plane, tiglich von 8—|0 Uhr; 2) er-
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bietel sich derselbe zu einem Conversaloriwn iber die Grundbegriffe des Strafrech-
tes in 1—2 schicklichen Wochenstunden,

Proresson Dm, Micces: 1) Deutsche Reichs = und Rechisgeschichte, nach eigenem Plane,
tiglich von 8—9 Uhr; 2) bayerisches Staatsrecht, nach eigenem Plane, tiglich von
10—11 Uhr.

Proressor De. Hep: 1) Gemeines deutsches Handels- und Wechsel-Recht, mit Hin-
weisung auf das bayerische, nach eizenem Plane, wochentlich 3mal von 11—12 Uhr;
2) gemeines deutsches und bayerisches Lehenrecht, nach eigenen Heften, wichent-
lich 3mal von 11—12 Uhr; 3) systemalische Darstellung der wichtigsten bayerischen
Particularrechte, verbunden mit einem Repelitorium dber deulsches Privatrecht, tig-
lich von 3—4 Uhr,

Horrata und Proresson Dn. Lasa: 1) Pandecten nach der funften Ausgabe des Lehr-
buchs von Wening-Ingenheim, tiglich von 10—42 Uhr; 2) Hermeneutik des rimi-
schen Rechts, wichentlich 4mal von 4—5 Uhr.

Provessor Du. Brermewsacn: 1) Romische Rechtsgeschichte, nach eigenem Plane. mit
Hinweisung aul Walter, tliglich von 9—10 Uhr; 2) Pandecten-Repetilorium, in ge-
legenen Stunden.

Privatvocest Dr. Pizi: 1) Bayerisches Staatsrecht, nach eigenem Plane, tdglich von
10—11 Uhr; 2) Pandecten- und Civilprocess- Repetitorium in 5 zu bestimmenden
Wochenstunden, privatissime; 3) franzisischen Civilprocess mit Riicksicht aul dessen
Anwendung in der Plalz, in 5 Wochenstunden, nach eigenen Heften, publice.

IIl. DER STAATSWIRTHSCHAFTLICHEN FACULTAT.

Proresson De. GeEr liest: 1) Landwirthschafislehre, nach seinem Lehrbuche, in noch
zu beslimmenden Stunden, wnd leitet die practische Anschauung in Girten und auf
dem Felde, welche dus Winter-Collegium ergiinzen soll; 2) Forstwissenschall (fiir
den beginnenden Curs), tiglich von 3—4 Uhr; 3) Forstwissenschaft (fiir den enden-
den Curs), tiglich von 14—42 Uhr; beide Collegien unler Beziehung auf Hundes-
hagen und Pfeil, und mit Benitzung von Herbarien, Jagdgerithen, dann einer
Samen-, Holz - und Modellsammlung; 4) Technologie mil chemischen und mechani-
schen Demonstrationen und mit Vorzeigung von rohen Stoffen, Fabricaten, Modellen
und Apparaten aus dem technologischen Cabinete, zum Theile nach Bernoulli, zum
Theile nach seiner landwirthschaftlichen Technologie, in noch zu bestimmenden Stun-
den; 5) Bergbaukunde, nach Brard in noch zu bestimmenden Stunden.

Puoressor D Evrr: Polizeiwissenschaft und Polizeirechl, nach eigenem Plane, tiglich
in noch zu bestimmenden Slunden.

Proressor De. Deses: 1) Encyclopidie, Methodologie und Litteraturgeschichte der
Cameralwissenschaften, nach Rauw's Grundriss, wichentlich 2mal in noch zu beslim-
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menden Slunden; 2) Nalional-Oeconomie, nach eigenen Heften und mit Hinweisung
auf Rau's Lehrbuch der practischen Oeconomie, {ter und 2ter Band, wichentlich
Bmal in noch festzusetzenden Stunden; 3) Finanzwissenschalt, mit besonderer Riick-
sicht aufl die bayerische Finanzgesctzgebung, nach Rauw's Grundsitzen, tiglich von
2—37Uhbr; 4) Forstrecht, nach eigenen Heften, wichentlich 2—3mal in noch zu
ermiltelnden Stunden; 3) erbielet sich derselbe zu Examinatorien und Repetitorien
aus der National-Oeconemie und Finanzwissenschall,

Hinsichilich der Vorlesungen iiber praclische Geometrie fur Forstménner, Planzeichnen
und Jagdkunde wird der Allergnidigsten Ernennung eines neuen Lehrers fur die-
selben zur Zeil noch entgegengeschen,

Ankiinligungen von Vorlesungen iber Forstbotanik und Forstmathematik sind in der
medicinischen und philosophischen Facultil aufgefihrt,

IV. DER MEDICINISCHEN FACULTAT.

Memcmwarrate unid Proresson De. von o'Ovrageoxt liest: 17 Geburtshiilfliche Clinik in
Verbindung mit Touchiribungen und einem Repelitorium und Examinatorium, taglich
von 8—9 Uhr; 2) geburlshilllichen Operations-Cursus, tiglich von 2—3 Uhr; 3) iber
den jetzigen Standpunct der Geburtshilfe. in physiologischer und technischer Be-
zichung, als Einleitung und Einladung zu seinen Vorlesungen; 4) iber den Unter-
schied des Menschen und des Thieres beim Gebiren in physiologischer und patho-
logischer Beziehung, in Verbindung mit Vorzeigung erlawlermler Priparale von
Menschen und Thieren, Publice, in noch zu bestimmenden Stunden.

Horsatn und Proressor De. Texror: 1) Augenkrankheilen, nach Beck und Chelios,
wiichentlich 3mal von 3—4 Uhr; 2) Instrumentenlehre, nach Blasius, Seerig und
Krombholz, mit Benitzung der lnstrumentensammlung der Universitil, ofentlich und
unentgeltlich; 3) leitet derselbe die Ucbungen der Studirenden in den chirurgischen
Operationen, privatissime; 4) chirurgische und Avgenklinik. tiglich von 10—14 Uhr
im Juliushospitale.

Horpati und Proressos De. Minz: 1) Anatomie des Menschen, nach scinem Han buche,
wiichentlich 5mal von 11—12 Uhr; 2) Zootomie, nach Wagner's Lehrbuch der ver-
gleichenden Anatomie, wochentlich 4mal von 3—4 Ubr; 3) leitet derselbe die Secir-
ibungen in der anthropotomischen und zoolomischen Aunstalt; 4) Repelitorium umd
Examinatorium iiber menschliche Anatomie, privalissime.

Hornatn und Proressor Da. von Mascus: 1) Speciclle Pathologie und Therapie, und
zwar die Krankheilen des Nervensystems und die Geisteskrankheiten, wichentlich
5mal von 7—8 Uhr; 2) syphilitische Krankheilen mil Nachweisungen am Kranken-
bette, wichentlich 2mal von 11—12 Uhr; 3) Propideulik der medicinischen Clinik
in noch zu beslimmenden Slunden; 4) medicinische Chinik, tiglich von 9—10 Ule
im Juliushospitale
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Proresson Da. Nanw: 1) Allzemeine Pathologie, nach seinen Grundzigen der allge-
meinen Krankheitslehre. wochentlich dmal von 9—10 Uhr: 2) allgemeine Therapie,
nach seinen Grundzigen der allgemeinen Heilungslehre,  wichentlich 4mal von
(—11 Uhr; 37 Kinderkrankheiten, nach Jorg u. A., wichentlich 3mal,

Proresson Dr, Hewsier: 1) Physiologie, nach eigenem Plane, mit steter Beziehung auf
die nevesten Forlschrilte wml verbunden mit den zur Erliulerung und Veranschau-
lichung nithigen physiologischen Experimenten. wichentlich Smal von 4—5 Uhr;
2) Psychologie, physiologisch begriindet, nach Hartmann, Burdach u. A., wochentlich
2mal von 2—3 Uhr; Dersclbe ist auch bereit zum Vortrage einzelner Hauptlehren
der Physiologie nach eigenen Unlersuchungen als Recapitulation und mit Hinweisung
auf die Pathologie, namentlich des Kreislaufes und der Nervenfunctionen.

Proresson De, Becker: 1) Poliklinik, tiglich von 412—1 Uhr; . ) Kinderklinik in Yer-
bindung mit theoretischen Yortragen iber Kinderkrankheiten, tiglich von 11—12 Uhr;
3) Clinik der Hautkrankheiten, aul dicselbe Weise. wichentlich 3mal von 3—d Ulr;
4) mikroscopische Histologie, verbunden mit Selbstibungen der Herren Zuhirer,
nach Henle und Vogel, wichentlich 3mal von 3—4 Uhr.

Progrsson Din. Scmwor: 1) Staalsarzneilunde, nach Henke und Nicolai, wochentlich
Jmal von 3—4 Ulr; 2) gerichtsirztliches Practicam , wichentlich 2mal in noch zu
bestimmenden Stunden; 3) Velerindrmedicin, nach Veith, wochentlich 2mal von
3—4 Uhr.

Pnoresson Dr. Aveumans: 1) Augenheilkunde, mit clinischer Awleitung, wischentlich
Smal von 7—=8 Ubr; 2) allzemeine Chirurgie, nach Ph. v. Wallher's System der
Chirurgic (2te Anfl.), wichentlich 4mal von 5—6 Uhr; 33 (fir Biennisten) dber
Gelenkkrankheiten, Fracturen und Luxationen.

Peoresson Di. Sceeser: 1) Analytische Chemie, wiichentlich 3mal; 2) analytisch=-
chemisches Practicum zur Untersuchung orgamischer vnd unorganischer Kirper.

Provesson Dw. Mosr: 1) Pothologische Analomie (als integrirenden Theil der speciel-
len Pathologie) nach Hasse, Rokitansky u. A.. wichentlich 3mal von 2—3 Uhbr; 2)
Anleitung zu Leichentifnungen tberhaupt und zu gerichtlichen Leichendffnungen ins-
besonuere; 3) erbietet sich derselbe zu einem Repetitorium und Examinatorimm
iiber die gesammte specielle Pathologie und Therapie.

Provesson Dr. Hoemams: 1) dus Thevretikum der Geburtshilfe, wichentlich & Stunden ;
2) den geburtshilflichen Operationscurs, wochentlich 3 Stunden, privatissime.

Pavresson Dr. Scuese: 1) Allgemeine Botanik, wichentlich dmal; 2) medicinische
Botanik, wichentlich 4mal; 3) Repetitorium tber Bolanik.

Provessor Da. Herwe: Experimental-Physiologie: 1) Translusion des Blules an Thieren
von gleichem Alter und gleicher Abstammung; 2) Operationen an Leichen und
ausserdem physiologische Experimente, an Thieren mit dem Osteotom. verbunden
mit Selbstibungen der Zuhtrer; 3) Deitrige zur Lehre von der Wiedererzeugung
der Knochen, mit Nachweisung darauf beziiglicher Priiparate, publice, in noch zu
bestimmenden Nachmitlagsstunden.

Proresson Dn. Benaz: Physiologie des Menschen mit steler Anwendung der Ergebnisse
des neueren Standpunctes dieser Wissenschalt suf das practische Bediieiniss des Arztes,
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Pwvarpocest Di. Scuvsert: Toxicologie, nach eigenen Heflen, wichentlich 2mal.

Prvarvocext Dw. Texror: Chirorgische Anatomie, wichenllich 2mal,

-

V. DER PHILOSOPHISCHEN FACULTAT.

Proresson Dr. Desziscen liest: 1) allgemeine Geschichte der neuweren Zeit, wichentlich
Smal von T—8 Ulr; 2) Geschichte von Deutschland, in noch zu bestimmenden
Stunden.

Proressor Di. Frouuicn: 1) Aesthetik als Philosophie der Kunst mit specieller Ent-
wickelung der einzelnen Kinste, nach eigenen Ansichten unter Hinweisung auf die
Aesthelik von Grohmann, wichentlich Smal von 10—44 Uhr, verbunden wit einem
Conversatorium am Sonnabende von 7—8 Ubr; 2) Geschichte der Kunst bei den
Vortriigen iiber Acsthelik; 3) allgemeine Piadagogik und Diduktik, jene nach Stapfs
Erziehungslehre im Geisle der katholischen Kirche, diese nach eizenen Ansichien,
wichentlich 5mal ven 7—S8 Uhr; 4) Geschichle der Erzichung, wvon den dlteslen
bis aul die newesten Zeiten, unter Hinweisung auf Schwarz, im Anfange der Vor-
trige dber Pidagogik

Horeard und Proressor Dr. Osaxn; 13 den zweiten Theil der Physik und Chemie, unter
Beriicksichtigung der Handbiicher von Miller, Pouillet, Eisenlohr und Liebig, tiglich
von 9—10 Uhr; 2) an lylische Chemie mil practischen Uchungen. tiglich in geeig-
neten Slunden.

Provessos Dr. Lemies: 1) allzemeine Naturgeschichle, und zwar den zoologisch-
botanischen Theil derselben, nach eizencm Plane, mit Hinweisung aul Burmeister's
Handbuch der Naturgeschichle, wichentlich 5mal von 2—3 Uhr; 2) Zoologie, nach
seinen Grundziigen ciner methodischen Uebersicht des Thierreichs, wichentlich 3mal
zu gelegenen Slunden; 3) allgemeine Bolanik, nach vorausgeschickter Lehre vom
Bave und den Lebenserscheinungen der Pllanzen iiberhaupt, sowie der botanischen
Systemkunde; die Uchersicht des Pllanzenreichs nach seinen Hauplablheilongen in
Familien und ihren bemerkungswerthen Gallungsreprisentanten, nach eigenem Plane,
mit Benilzung der Grundziige der wissenschaftlichen Botanik von Schleidem umil

* BischofMs Lehrbuch der Botanik, wichentlich 3mal; 4) medicinische Botanik, ncbsl
Beriicksichtigung qler wichligsten Cullorpflanzen, mit praclischen Demonsirationen an
Exemplaren aus dem botanischen Garten und aus der Wildniss, nach Bischofl's
'medicinisch-pharmaceutischer Bolanik, wochentlich 3mal von 7—8 Uhr; 5) Asleitung
mum Zergliedern und Bestimmen der Pflanzen, zu gelegenen Stunden, theils im
botanischen Garten, theils aul Excuorsionen in der Umgegend.

Proressor Dn. Horrmaws: 1) praciische Philosophie. wochentlich 5mal von 8—9 Ubr:
2) Geschichte der Philosophie an noch zu beslimmenden Tagen uml Stunden.



yur

Prorssson D, Ruwer: 1) allgemeine Nalurgeschichte, den mineralogischen Theil der-
sclben, mit Beriicksichtigung der Handbiicher von Fuchs und Walchner, wochentlich
Jual von 9—10 Uhr; 2) Geognosie. nach eigenem Plane, mit Hinweisung auf die
Werke von Colta, v. Leonhard und Walchner, wiochentlich 4mal von T—8 Uhr,
privatissime; 3) pharmaceutische Waarenkunde, mit besonderer Berucksichtigung der
Pharmakodynamik , nach Wigger's Handbuch, wochentlich 3mal von 8—9 oder von
4 =3 Uhr, privatissime.

Provessox Dr. Lupwia: Allgemeine dllere Geschichie, nach eigenen Heften. mit Hin-
weisungen auf Leo’s Geschichte des Allerthums, wichentlich 4mal von 11—12 Uhr.

Proressor Da. Mave: 1) der Elementar-Mathematik zweiten Theil, Stereometrie, ebene
und sphirische Trigonometrie, wichentlich 3mal von 11—12 Ubr; 2) mathematisch-
physicalische Geographie, wochentlich 5mal von 8—9 Uhr; 3) Forstmathematik,
wichentlich 3mal von 11—12 Uhr.

Provesson Di. Conrzes: 1) allgemeine Litteraturgeschichte nach F. v, Schlegel, wiichent-
lich 4mal von 4—05 Uhr; 2) Statislik Bayern's, nach eigenem Plane, wichentlich 3mal
von 3—4 Uhr; 37 die historischen Hilfswissenschafien, nach Riihs, wichentlich 3mal
in passenden Stunden,

Proressor De. Revten: 1) rimische Literaturgeschichte, wiichentlich 3mal von 7—8 Uhbr;
2) Cicero de officiis lib. 11 et III, wiichentlich 2mal von 7—8 Uhr; 3) Demosthenes
de Pace, Philipp. 11 et T, wichentlich 2mal von 9—10 Uhr,

Proresson Dr. Revss: 1) Geschichle der deutschen Literatur, verbunden mil deutscher
Handschriftenkunde, nach Koberstein und Hoffmann, wiichentlich 2mal; 2) Erkliarung
der Gedichte Walther's von der Vogelweide, nach Lachmann's Ausgabe, wochentlich

fmal zu gelegener Stunde.

Unentgeltlichen Unterricht in der Tonkunst, sowohl in der Instrumental- als Gesang-
Musik, erhalten die Studirenden in dem musikalischen Inslitute,

Hihere Zeichenkunst lchrl: Provesson Stomr; Kupferstecherkunst Birruivsen;
Reitkunst Sconvt; Fechtbunst Buspoess.

Die Universitats-Bibliothek steht offen am Monlag, Dinstag, Mittwoch, Donnerstag und
Freitag von 9—12 Uhr, dann am Monlag, Dinstag, Donnerstag und Freitag vom
2—4 Uhr.

Das antiquarische Museum und das Minz-Cabinet am Samstag von 2—4 Ubr.

Das iisthetische Attribut am Samstag von 10—12 Uhr. :

Das technologische Cabinet am Mittwoch von 10—12 Uhr,

Das physicalische Cabinet am Mitlwoch und Samstag von 3—4 Uhr.

Die Sternwarte am Samstag von 2—4 Uhr.

Das chemische Laboratorium und die pharmaceutische Sammlung am Samstag von
10—12 Uhr.

Die zoologisch-botanische Abtheilung des Naturalien-Cabinets am Samstag von 9—14 Uhr,

Die mineralogische Abtheilung desselben am Mittwoch von 3—5 Uhr.

Der botanische Garten tdglich, mil Ausnahme der Sonn- und Feiertage, von 9—i{
und von 3—4 Uhr,

Die anthropotomische Sammlung am Montag von 9—12 Uhr.

Die zoolomische Sammhung am Donnerstag von 9—12 Uhr.

Das chirurgische Instrumentarium am Mittwoch und Samstag von 1—2 Uher.
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Ueber die tangirenden Flichen erster und zwelter
Ordnung,

WEnn die Grisse y eine Function der verinderlichen Grosse x ist, y = f=,
und o um eine beliebige constante Grosse dx vermehrt wird, so zerlegt sich, wie
aus dem analylischen Theile des Differenzial-Calculs hinlinglich bekannt ist, die ganze
Zunshme von y, d. h. Ay, in eine Reiha wohlgmrdnet auf‘einandcrfuTgcndcr Glieder:

Lfy:f’idérﬂ—fwﬂ:"“'t",ﬂ” 23_{_{1”{&.__31_'_

in welcher 'z, [ {2 u. 5. w. abgeleitete, von der Grosse dx unabhingige Func-
tionen der gegebenen Funclion y — fxr sind.

Dies lisst sich auf's Leichteste aus dem Taylor'schen Lehrsatze beweisen, der
in allen auch noch so verschiedenen Theorieen des Differenzial-Caleuls gilt. Es ist
nimlich allgemein:

Ay i g g @
Y=g ag gy g g e

worin @ eine belichige, verdnderliche oder consfanfe Zunahme von x wusdriickt,
Wird daher w = dx conslanl geselzt, so gvht die nhige Reihe hervor:

JQ‘:{‘J'[!T'{—!”J" __,_f_..fiu 3+ )
Damil diese Reihe convergent bleibe, ist nothwendig, dass sowohl das n'* Glied

r zmgfi—, als auch die Summe der n nachfolgenden Glieder fiir # — « wverschwinde.
Dies ist immer der Fall, wenn da zwischen den Grenzen (— & und 4 «) so ge-
nommen wird, dass»axdr® nicht selbst unendlich wird. In vielen Fillen, wenn f* & selbst
eine endliche Griosse bleibt, oder wnendlich klein wird, sind diese Grenzen von dx
selber 4~ oo wnd — oo, d. h. die Reihe bleibl convergent, so gross auch dx ge-
nommen werden mige. — Vorausgeselzt wird, dass die Factoren f'a, f'x, [z u.s. w.
nicht selbst einzeln unendlich gross oder unbestimmt werden, was nur fiir singuldre

Werthe von x eintreten kann, die darum auch nur singulir, und nicht durch die all-
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gemeine Taylor'sche Reihe bestimmt werden kinnen. — Gewihnlich werden die Diffe-
renzialien dy. d*y, d’y ete. elc. statt der Avsdriicke f*rde, [Yxde®, f*“xrdr? elc. ge-
setzl, und dann geht die Reihe in folgende iber:

dy  dy  dy
Jy=dy+ 5 +5 3554

woliir auch
d* tf.r“ dPy da®  dy doet
ay=ghn G T T :132 gat
geschrichen werden kann.

Diese Reihen gelten allgemein, so linge da: nicht selbst die bestimmien Grenzen
= @ und — e« iberschreitet, Diese Grenzen sind immer, wie bereils bemerkt wor-
den ist, endfiche oder wnendlich grosse, niemals aber unendlich kleine Grissen;
es giebl daher immer unzihlig viele Werthe von dx, welche die Reihe convergent
machen, ohne dass einer dieser Werthe als verschwindend klein angenommen werden
misste.

Wird die verinderliche Grisse @, statt um die Grisse do vermehrt zu werden,
um dicselbe Grisse vermindert, so ist die ganze Abnabme der Function

dy o o
Ay =y~ g 3 —gag

dy dr | dy de® _dvy dat

da 2 de® 23 da 234

Die einzeluen Glieder der beiden Reihen der Zunahme und Abnahme stimmen daher
bis aul ihre Zeichen vollkommen dberein, und Alles, was von den ersten Reihen ge-
sagl worden ist, gilt auch von den zweiten Reihen der Abnahme einer Function. Da
die Operationen in beiden Reilien dieselben sind, so werden wir der Kirze halber nur
von den Zunahmen der verdnderlichen Grissen der Funetionen handeln. —

Ist die Grisse w eine Function sweler von einander unabhimgiger ver-
anderlicher Grossen 2 und y, und werden die Grissen x und y um die beliebigen
constanten Zunahmen dar, dy vermehrt, so ist die ganze Zunahme von u in Bezug
auf die Vermehrungen von a und von y

=l )3 )

du Idu' d*u | el*n] )
T, 3( o 3 gy 22 S gy Y | )1 o

wo .d‘u‘ ‘d’rs

Ay, :::id:r

ele. ete. die partiellen Dilferenzialien von w nach x und nach y ausdricken.

Diese Reihe ist ebenfalls (die singuliren Werthe der Funelionen ausgenommen,
die auch nicht allgemein, sondern singulir bestimmt werden) fir alle Werthe von dor
und dy, die einzeln kleiner als ihre Grenzen e, +2 sind, conrergent, und gelten all-
gemein, nicht bloss fir unendlich kleine, sondern fir beliebig grosse Werthe von
dx und dy bis zu den Grenzen eund g, die oOfter selber unendlich gross sein kiunen.

Aehnliche Reihen lassen  sich mit Leichtigkeit entwickeln, wenn w eine Funclion
von drei oder mehreren verinderlichen Grissen ist, diese migen nun von einander
unabhiingig, oder theilweise, oder ganz von einamder abhingig sein.
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Analytisch gelten daher die Gesetze des Differenzial-Caleuls fur beliebig grosse
Werthe der Dilferenzialien; und nur in ihren Anwendungen aufl Geometrie und Mechanik
war man bisher gendthigt, entweder die Dilferenzialien unendlich klein zu nehmen,
(was nicmals Anschaulichkeit, Deutlichkeit und Destimmtheit des Denkens geben kann),
oder aber die Differenzialien ganz ausser Acht zu lassen. und mit den blossen Diffe-

ks
rensial-Quotienden ji, j—;{ ele. ete. zo rechnen, was niemals Klarheit und Ucber-

zeugung geben kann, da die geometrischen un‘d mechanischen Grissen wirkiiche Grissen
sind, wiihrend die Differenzial-Quotienten blosse Zahlen, d. h. blosse Operationen sind.
Die Differenzial-Quotienten dienen auch in der Thul nur ausweichungsiceise zur Bestim=
mung der wirklichen geometrischen und mechanischen Grissen, und in dem Augen-
blicke, wo sie Anschaulichkeit geben wollen, kommen sie selbst aul die unendlich kleinen
Grisssen zurick, und missen dadurch auch den Schein verlieren, als ob sie jemals im
Stande sein kimnten, Wirklichkeit und Anschaulichkeit zu geben. Durch dies ans-
weichende Verfahren, dus olnehin nichts anderes, als den Schein retlen kann (denn
dass die Dilferenzial-Quotienten endliche Grissen scien, dies wissen auch Diejenigen,
die mit den Differenzialien selber als mit unendlich kleinen Grissen und mit wirk-
lichen Nullen rechnen), wird die Anwendung des Differenzial-Caleuls auf Geometrie
und Mechanik ausserordentlich erschwert. Die wahren Schwierizkeilen werden nicht
iberwunden, somlern dem offenen Differenzial-Calcul, der mit unendlich kleinen Grissen
rechnet, iiberlassen; das ausweichende Verfaliren kiémmt nwur nach, wn auf eigene
Weise zu zeigen, dass die materiellen Schwierigheilen bereils Gberwunden seien.
Dies ist in noch hoherem Maasse bei der Anwendung des Differenzial-Caleuls auf Physik
und Nalurfprschung dberhaupt der Fall.

|

Differenzialien der ebenen Curven und der von ihnen abhingigen Functionen.

Da die Differenzialien analytisch genommen wirklich endliche und beliebig grosse
Grissen sind, so entsichl die Aufgabe, dass sie auch in ihren Anwendungen auf geo-
metrische und mechanische Grossen als solche gezeigl und bewiesen werden, was ohne
alle Schwierigkeit geschehen kann, — In einer friher erschienenen Schrift (Theorie
des Differenzial-Calculs) habe ich von den Dilferenzialien der ersten Reihe:

Loy dy  dly
W=y 123 esa T |
nachgewiesen, welche bestimmte Grissen sie seien, wenn y und > geomelrische Gros-
sen sind.  Allgemein ist dy das erste, t—ig das zweile, %13{,—3 das dritte Glied ete. ete
der allgemeinen Zunahme Ay; geometrisch sind sie aber beslimmie geomelrische
Grossen, die von denjenigen geomelrischen Grossen abhingen, die fir xund y gesetzt
werden.
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L Sind x und y die rechtwinkligen Coordinaten einer ehenen
Curve afio, z. B. x=ab, y=fb, und wird dr—0bc genommen,
s0 ist:

13} Das Differenzial der Ordinate oder dy gleich der geraden
Linie Jagg, d. h. der Verlingerung der Ordinate fb—=ge bis zum
Punkte &t der Tangente hf. Das Differenzial dy ist also eine
endliche Grisse, so gruss oder so klein auch dr—bc genommen
werden moge. Fir x=ad, und de=de wird dy=0, weil die
Tangente der Curve im Punkte i mit der Abscissenlinie parallel
wird, — Fiur x—ao, und dr——on, wird dy—mn (die Differenz

_ der verlingerten Ordinate zwischen den Durchschnitlspunkten der
' Linien ot und ome, wenn em die Tangenle der Curve im Punkle
Y o ist.
TN
/ |

2) Das zweile Glied der Reihe Ay oder -%u d*y ist gleich

der geraden Linie M4, wenn die Curve fay die langirende
Parabel zweiter Ordnung zur gegebenen Curve bac im Punkte
a ist. Diese tangirende Parabel hat die Gleichung:

Y =m-nr-irr?,
und die Bedingungs-Gleichungen:
y'=y, dy'=dy, dy'=d’y,

wodurch die drei Constanten s, 1, + bestimmt werden. {Di;
Gleichung muss immer ¥’ in der erslen. und & in der zweiten
und in keiner hioheren Potenz enthalten. damit die Differenzia-
lien dy’ und d*y’ endliche Grissen, die hoheren Differenzialien aber simmtlich gleich
Null werden. Daraus folgt, dass d®y durch Ay’ und durch dy vollstindig bestimmt
werden kinne.)

r 3) Das dritte Glied der Reihe Ay, oder ;Tid’y ist gleich der
b geraden Linie M¥*, wenn in der gegebenen Curve bac. x—km,
dr—mh gesetzt wird, und wenn fag die Tangenle, Fay die
tangirende Parabel zweiler Ordnung und 2a2 die langirende
Parabel dritter Ordnung zo dem Punkte a isl. Diese tangirende

Parabel dritter Ordnung hat die Gleichung:
yﬂ':m-‘*_d.lfx_!_fim'!_t_str!?
und die Bedingungs-Gleichungen:
y.r.r:y, dy.r.r=dy; d!y’”-_—'{f:y; day'”:dy"’,
wodurch die Conslanten bestimml sind.

h
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Da die Tangente selbst eine tangirende Parabel erster Ordnung ist, so ist dus
erste Differenzial der Ordinale gleich go, (gleich der Zunahme der neuen Ordinate bis zur
tangirenden Parabel erster Ordnung); es ist das zweite Diflerenzial der Ordinate

£
(d*y::zdzﬂ) gleich der Linie 2ng (gleich der doppelten Zunahme der neuen Ordi-

nate von der tangirenden Parabel erster Ordnung bis zur tangirenden Parabel zweiter
d*y
2.3
2.3.ur (gleich der sechsfachen Zunahme der neuen Ordinate von der tangirenden Parabel
zweiler Ordnung bis zur tangirenden Parabel drilter Ordnung) uw s. w.

Iie Summe aller dieser geraden Linien go+4-ng-nr—+.. (mit positiven oder
negativen Zeichen genommen, wie es die jedesmalige Rechnung wnd Construction
giebt), giebt endlich die ganze Zunahme JY der newen Ordinate, oder der Linie

$O, 30 dass

Ordnung); es ist das dritte Differenzial der Ordinate (diy.:zﬂ. gleich der Linie

so—gotngtnrt..,

so gross oder so klein auch mh=dx genommen werden moge.

So ist z. B., wenn cm die gegebene Curve, el

die Tangente und ¢2, €3, e¢d.. die tangirenden Para-

beln der zweiten, dritten, vierten Ordnung darstellen,

dy—av, d*y=2vr, d*y=2.3.0r; d*y=2.3.4.0n u.s.w.
dy=me, und

1 i 1

oder
me=—ve-rv-+or--no-4..

Es ist nicht nothwendig, dass gerade aus der beliebigen Zunahme der Abscissen
die Differenzialien der Ordinaten bestimmt werden, es kimnen auch umgekehrt die
Differenzialien der Abscissen aus den beliebigen Zunahmen der Ordinaten bestimmt
werden, nach der Reihe:

d'r  d*x
Ar—dr+- 2 +"‘Z -3+

Ist z. B. hao eine gegebene Curve, und wird die Ordinate ab
um eine beliebige Grosse ae vermehrt, so ist die ganze Zunahme
der Abscisse, oder Ax, gleich der geraden Linie co, und das erste
Differenzial, oder dx, ist gleich der geraden Linie cg, d. h. der-
jenigen geraden Linie, die zwischen den Punkten ¢ und g liegt, wenn
tag die Tangente der gegebenen Curve im Punkte a ist. — Auf J
ganz gleiche Art kinnen die zweiten, dritten und hoheren Differen=
zialien der Abscissen durch tangirende Parabeln zweiler, dritter und
hiherer Ordnungen comsiruirt werden. Ihre Summe (oder theilweise /
Differenz) ist gleich der ganzen Zunahme Ax, so gross auch dy inverhalb der Grenze
« genommen werden moge.
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Wirde 2. B. bei der Curve hao die belichige Zunahme ac
der Ordinale ab, so genommen, dass eg die Curve hao niemals
e b durchschnitte, so wiirde Jr—o0. Analylisch wiirde sich ergeben,

dass die Reihe:
d'x  d'r  dr
A=ty a4t

fiir diesen Werth von dy divergent wiirde - und nur unter der Be-
dingung convergiren konnte, dass dic beliebige Zunahme der Ordinate,
dyf , innerhalbh einer bestimmten Grenze @ pgenommen  wirde.
Diese Grenze st jederzeit (die singuliren Punkte ausgenommen)
eine endliche Grosse. So stimmen Analysis und  geometrische Anwendung auf's
Vollkommenste dbersin; was in der Analysis eine divergente Reihe gibt, das kann
in der Geomelrie keine endliche Grosse geben; die Curve und die mit der Abscissen-
linie parallele Linic cg kinnen sich in dem gegebenen Falle niemals durchschneiden.

Diejenigen Werthe von & oder y hingegen, die in der analylischen Reihe:

i*x  dix  dix
A=y g tagat

einzelne Glieder gleich Null, oder unendlich gross machen, diese missen in der geo-
metrischen Anwendung singulire Punkte der Curve geben (Inflexionspunkte, vorsprin-
gende, schliessende, riickkehrende Punkte uw. 5. w.), die eben, weil sie singulir sind,
auch singulir und nicht durch die allgemeine Reihe bestimmt werden missen. So hat
Alles sein Gutes. Wird die allgemeine Reihe unbrauchbar, so ist es cin Zeichen, dass
singulire Werthe und Punkle zo bestimmen seien, aufl dic man nicht kommen kinnte,
wenn nicht die Singularitit der allgemeinen Reihe fir dicse Werthe aul sie hinweisen
wiirde. ’ .

H. Ist in der Function s=f{x) % der Bogen und x z. B. die Abscisse ciner
s dPz
2 23
gelnen Glieder dieser Zunahmne, wenn dic eine beliehige Zunahme
von & ist. Die ganze Zunshme ist offenbar eine Curve, nimlich
derjenige Theil des Bogens, der zwischen den Abscissen & und
a+dx liegl; die einzelnen Differenzialien aber sind gerade Linien,
und die Summe dieser geraden Linien giebt den Bogen, so gross
oder so klein anch doe genommen werden mige. So isl, wenn
a=ab, dr=>bh gesetzt wird, oz gleich dem Bogen cor, aber das
erste Differenzial d% ist gleich der geraden Linie €M, d.h. gleich
demjenigen Theile der Tangente, der zwischen den Ordinaten ¥ und y—+dy (cb und
nh) liegl, so gross auch bk innerhalb der Grenze dir—c genommen werden mige.

Da die Linie en geometrisch aus cm—dx und nm=—dy bestimml werden

kann, dy—j/(dr'+dy*®), so ist analytisch d*x:dy;;y, und da d*y schon aus den

/

|
i
i
I
i
|
|

&

Curve, so ist 4z die ganze Zunahme des Bogens, und dz, ete. sind die ein=

Differenzialien der Ordinate bekannt ist, (d*y=2ng), wenn die Curve fay die tangirende
Parabel zweiter Ordnung im Punkte a ist, so ist d%z die vierte Proportionale zu den
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Linien dz, dy, d*y, d. h. zu den Linien ag. py, 2ng, oder

@
%fﬂz gleich der Linie &, wenn hn senkrecht auf ag steht. . rf;
Ferner ist r
B! e 1 dyd* (d.ﬂd’ ]
23° %723 du 23 dz

und da dy aus der tangirenden Parabel dritter Ordnung be-

. . 1 dyd’y . .
kannt ist, nimlich ﬂdﬁy——ur so ist: 53 J{l?‘! gleich der ge-

raden Linie M@, wenn ro auf mu senkrecht und ma parallel

mit ay gezogen wird. Ebenso kann die gerade Linie 3 E(de‘*y !di aus der tan-
girenden Parabel zweiler Grdmmg geomﬂ.rusch construirt  werden. Es ist ndmlich
2 2
‘—J:We:u alsﬂ (d ) —_—— 4.”"0 _2! () , und () ist gleich der
23 dx 3 ay ay

drllten Pmpurhunalllme zu den lean g und hn.  Dies ist ebenfalls eine endliche
und construirbare oerade Linie s

Auf ihnliche Weise werden die vierten, finflen und nachfolgenden Differenzialien
des Bogens construirt.  Sie sind simmilich gerade Linien, und ihre theilweise Summe
oder Differenz giebt in einer endlichen oder unendlichen Beihe genau die Zunahme des
Fogens %, also den Bogen as, so gross oder so klein auch die Grisse der=fk in-
nerhalb der Grenzen der Convergenz der Reihen genommen werden mige.

Es zerlegt sich demnach die ganze Zunahme des Bogens in eine endliche oder
unendliche Reihe gerader Linibn, dic sdmmilich ihrer Lage und Griisse nach geo-
melrisch construirt werden kinnen. — Das ist aber nicht das Wichligste. Das Be-
wunderungswiirdige ist, dass man diese cinzelnen geraden Linien, diese anfeinander-
folgenden Differenzialien des Bogens simmitlich, ohne den Bogen selbst zu kennen,
aus den bekannten Differenzialien der Ordinate und Abscisse consiruiren, dass man also aus
der gegebenen Coordinaten-Gleichung den Bogen und umgckehrt aus dem gegebenen Bo=
gen die Coordinaten-Gleichung ableiten kann, Denn es ist das erste Differenzial des
I]agen; geometrisch ag—} ap>+-py?, oder da—=v dir*~-dy®, woraus sich das wichtige
Resultat ergibt, dass man aus dem Differenzial des Bogens, das geometrisch aus den
Differenzialien der Abscisse und der Ordinate bestimmt wird, durch analylische Inte-
gration den Hogen selbst findet. Es folgt némlich aus

de=v/dx'+-dy*, 3= f Vo +dy*+-C.

Wire aber der Bogen z. B. als Funclion der Abscisse gegeben, wud die Courdi-
naten-Gleichung unbekannt, so folgte aus de*=de’<-dy* auch dy*=dz*—dr?,

dyy—dxly (Elz-::—i), also y— [d.r‘p" (ﬁz—:—i)—t—ﬂ; woraus die Gleichung zwischen

der Ordinate und Abscisse gefunden werden kann.
Es kimnen daher schon durch das erste Differenzial dwFunchﬂnFﬂ der Coordinaten
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und des Dogens in einer allgemeinen, fir alle Curven giltigen Formel aus einander
abgeleitet weriden,

Die Thatsache ist folgende: Die verschiedenen Functionen, die bei Curven bestimmt
werden sollen, berubhen zum Theil odér ganz aufl Bestimmung krummer Linien, bei
denen die niedere Geometrie nichts ausrichlen kann. Aber die Differenzialien der
Curven lihren durchaus aul gerade Linien (oder Kreisbogen bei den Polar-Coordinaten),
und diese kinnen durch die niedere Geometrie vollkommen und leicht bestimmt werden.
Daraus werden Gleichungen gebildet, deren Auflisung durch Integration Sache der
Analysis ist; die Schwierigkeiten sind nicht mehr Schwierigkeiten der Theorie, sondern
des Calculs. Auch hat die Analysis ganz andere Hilfsmittel zur Ueberwindung dieser
Schwierigkeiten, als die vereinzellen geometrischen Elemente, in denen Theorie und
Calcul noch ungesondert sind,

-";; I Ist d!'c Function gp:ﬁ' x) gegeben, und dz:iiukt ¢ die
{ von den Abscissen, den Ordinaten und der Curve eingeschlos-
L« Sene Ebene uus, z, B. die Ebene ach, so ist die ganze Zunahme

der Fliche, Ay, wenn z. B, dr=>0f gesetzt wird, die Ebene
4 beosp, die von drei geraden Linien, ¢b, b2, fe, und von dem
Bogen eoe begrenzt wird. Was sind aber die einzelnen Glieder

3
‘{;E, ;—g u s. w.?7 Sie sind
ebene Figuren, die sammtlich von geraden Linien begrenzt
werden, so gross auch dx innerhalb der Grenzen der Convergenz der Reihe ge-

nommen werden mige.

A dieser ganzen Zunahme, dop,

Und zwar ist dip gleich dem Rechtecke bek (obige Figur), Du dieses Rechteck gleich:
cb.bf=ydr ist, so kinnen die nachfolgenden Differenzialien der Fliche ¢ aul's
Leichteste construirt werden. Es ist namlich d*g=—d(ydr)—dydxr. Aber dy ist

aus den Differenzialien der Ordinaten als die Linie pg bekannt,

|2
%"ﬂb und es ist ;—d*:;: gleich dem Dreiecke apg. — Ebenso ist

| f z_iﬁdsg‘:é%dzydx’ und da %d‘y aus den Differenzialien der

Ordinaten als die Linie gn hekannt ist. so ist 1d’yd.n ein Rechieck

/ i
#L i j .i: aus der Linie dx und der Linie _ d "y, und L d’ydz ist der
?’i‘"l Theil dieses Rechteck Eb & _dyds,
dritte Theil dieses Rechtec s-——upgn. en 5o is 934 2347

fl N
und da E;f cing Linie ist, die aus den Differenzialien der Ordinaten als die Linie nr

bekannt ist, so ist der vierle Theil des Rechtecks zwischen den Linien 4%y und

Ay
234 2.3

dx, d. h, gleich dem vierten Theile des Rechtecks nr.ap w. s w.
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Es ist duher die Ebene Ay=—fusk die Summe von endlich oder unendlich vielen
Rechtecken, also von Figuren, die von geraden Linien begrenzt sind, so gross auch
dir genommen werden moige.

Das Wichligste ist dabei wieder, dass der Flichen-Inhalt dieser von geraden-Linien
begrenzten Figuren aul's Leichteste geometrisch bestimmt werden kann. So ist das

Viereck aflp—ydx, das Dreieck ya;ﬂ:%dyd.r: w s, w. Dadurch sind Gleichungen

zgwischen den Differenzialien der Fliche und den Coordinaten und ihren Differenzialien
gegeben. Die Bildung dieser Gleichungen [illt ganz der geometrischen Betrachtung
anheim. Sind aber einmal die Gleichungen gebildet, z. B. dp—yd.r, so ist das fernere
Geschiift rein analylisch, und es kinnen durch Integralion die Flichen aus den gege-
benen Coordinaten-Gleichungen und umgekehr! diese aus den gegebenen Flichen auf’s
Leichteste gefunden werden,

Also schon durch das erste Differenzial der Fliche kann der Flichen-Inhalt einer
Curve aus ihrer gegebenen Coordinaten-Gleichung gefunden werden,

Das Verfahren bei der Herslellung dieser Resultale verdient besonders hervorge-
hoben zo werden. Es sind geometrische Grossen, z. B. Flichen, aus ihren Coordinalen-
Gleichungen zu bestimmen. Sie sind wohl als Probleme gegeben, aber man kann sie
nicht unmittelbar auflosen. Darum geht man zu ihren Differenzialien dber. Diese sind
einfache, von geraden Linien begrenzie Figuren, und kimnen aul’s Leichteste bestimmi
werden. So ist 2. B. das ersle Differenzial der Fliche nicht grisser und nicht kleiner,
als das Rechteck zwischen der Ordinate und der willkiclichen Zunahme der Abscisse.
Diess Reckteck (dip) kann nun auf den analytischen Ausdruck gebracht werden, dyp—ydox;
und wird dieser Ausdruck integrirt. so wird die gesuchte Fliche selbst gelunden. Es
ist g="1 ydx-+C. — So wird klar, wie aus der bekannten Coordinaten-Gleichung und dem
Differenzial dp=yd.r, die Fliche selbst, oder wie aus der bekannten Fliche, wo also
mit ¢ auch das Dilferenzial dygp bekannt ist, die Gleichung zwischen ¥ und x selbst
doreh Integration bestimmt werden kinne. Ist diese bestimmt, so sind auch die andern
Functionen der Tangente, der Normale, der Evolute u. s. w. durch die Fliche, und
umgekehrt diese durch jene bestimmbar. Dies gibt einen durchgreifenden Parallelismus
zwischen analylischem Caleul unil geometrischer Construction.

Geometrische Griossen konnen nicht ohne geometrische Betrachtungen auf Glei-
chungen und analylische Ausdriicke gebracht werden. Es ist daher blosse Redensart,
wenn gesagl wird, dass Resultate, wie der Ausdruck des Differenzials der Fliche
dy=—ydr, ohne Geometrie, rein analytisch gefunden werden. Es ist zwar einleuch-
tend, dass man diese Gleichung auch ohne sichtbar verzeichnele Figur herstellen
kann, aber darum ist die Figur doch nicht innerlich, im Gange des Beweises entbehrt
worden. — Wiirde sich die ganze Zunahme der Fliche in der Reihe der einzeluen
Differenzialien nicht in solche Flichen zerlepen, die unmitttelbar aus den sie begren-
zenden Linien bestimmt werden konnten; d. h. wiirden diese Flichen nicht simmitlich
von geraden Linien begrenzt, so wire es nicht moglich, adiquate Gleichungen der
Differenzial-Ausdriicke zu bilden; und die gegenseitige Reduction der Coordinaten-
Gleichungen. der Flichen, der Bogen, der Tangenten u. s, w. wiirde nicht stattfinden kinnen.

¥
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IHes ist die erfolgreichste Thalsache der Diffevenzirung, dass sich alle krumme Linien
in ihren Differenzialien in gerade Linien (oder Kreishogen), und alle Flichen in
Ebenen, die von geraden Linien (oder Kreisbogen) umschlossen sind, zerlegen, so
duss die analylischen Gleichungen dieser geomelrischen Grissen aul’s Leichteste be-
stimmt weriden kinnen, .

Mit derselben Leichtigkeit hinnen die aufcinanderfolgenden Differenzialien der
Sectoren, der Rolations-Oberflichen und der Rotations-Kirper geometrisch construirt
und auch ihrer Grisse nach berechnet werden, Sie sind simmtlich endliche, berechen-
bare und construirbare Griossen. Ich habe in der oben angefithrten Schrift in Bei-
spielen berechnet, wie gross z. B. die Differenzialien der Ordinaten dy, d*y, d*yu. s w.
seien, wenn fir & und oo bestimmle endliche Werthe gesetzt werden. Die Sache
ist ausserordentlich leicht. Wird z. B. y*=px geselzt, dr—p, r—p genommen, so

ist of* :—i p.  Es ist auch nur geschehen, damit Diejenigen, die in dem Glauben

an die unendliche Kleinheit der Differenzialien befangen sind, durch geometrische An-
schauung und durch analylische Zuhlen-Resultale zur Wahrheit befreit werden machten.

In der gegenwirtigen Untersuchung werde ich den Differenzial-Calcul auf die
Flichen anwenden, und zu zeigen versuchen, welche wirkfiche Grissen die bei den
Flichen vorkommenden fofalen und parfialen Differenzialien und die von ihnen ab-
hingigen Grissen seien, damit sie mil Augen gesehen und ihrer Lage und Grisse
nach construirt werden kinnen. Dabei wiederhole ich, dass der Differenzial-Calcul
aul Geomelrie nur angewendet, nicht aber auf Geometrie gegrimdet wird. Es sollen
nur die analylischen Resullale des Dilferenzial-Caleuls in ihren Anwendungen aof Geo-
metrie (und Mechanik) vor der Zuriicksetzung auf unendlich kleine Grissen bewahrt
werden. Sie werden ja bereits analylisch als wirkliche, endliche Grissen behandelt,
und es wird wohl kaum mehr einen Mathematiker von Bedeutung geben, der die
analytischen Formeln des Dilferenzial-Caleuls auf unendlich kleine Grossen griinden
wollte, da La Grange in sciner Funclionen=-Theorie schon lange auf dem rechlen
Wege der Aullindung der analytischen Resultale des Dilferenzial-Caleuls vorangegan-
gen ist.  Sind aber die Differenzialien, analytisch betrachtet, endliche und beliebig
grosse Grossen, so miissen sie auch als geomelrische (und mechanische) Grissen
endliche Grissen sein, Die Schwierigheit wird nur darin bestehen, nicht dass sie
endliche Grissen seien, sondern dass sie als endliche Grissen erkannt und nachge-
wiesen werden, Weil man sie nichl als solche nachweisen konnte, hat man sich unter
den unbestimmten Begriff der unendlich kleinen Grossen gefliichlel, ein Begrill, der
weder deutlich, noch anschaulich gemucht werden kann, Ist man aber im Stande, die
Dilferengialien als endliche geometrische und mechanische Grissen nachzuweisen, so
hat man allerdings auch fir die analylischen Probleme neue Anhaltspunkte, da in jeder
Wissenschalt ein Fortschrilt in dem einen Zweige auch einen Fortschritl in den andern
Zweigen bewirken oder veranlassen muss; es sind zweifache Elemente fir die Auf-
fassung und Lisung der geomctrischen Fragen an die Hand gegeben, wodurch das
Verstindniss der Probleme nicht bloss um das Doppelle, sondern um das Vielfache
erleichlert und verbessert wird.
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1k.
Differenzialien der Coordinaten der Flichen.

f. Die ersien Differensialien.

Lehrsatz. Es sei a ein Punkt einer gegebenen
Fliche. Wird diese Fliche durch eine mit der Coor-
dinaten-Ebene X7 parallele Ebene durchschnillen, so
giebt sie als Durchschnitislinie eine ebene Curve ah,
und ast sei die Tangente dieser Curve im Punkte a
Wird die Fliche durch eine mil der Coordinaten-Ebene
YZ parallele Ebene durchschnitten, so giebt sie als
Durchschnittslinie cine ebene Curve ak, und arg sei
die Tangente dieser Curve im Punkle a.

Wenn die willkirlichen Zunahmen dx und dy
einzeln gleich ab und ac genowmen, und in der Ebene
tab die Linie bs senkrecht auf &, in der Ebene rac
die Linie r¢ senkrecht auf ¢ gezogen werden, so sind
bs und er die Verlingerungen der Ordinale = bis zu
ihren jedesmaligen Tangenten, also (wie aus den ebe-
nen Curven bekannt is) die ersten Differenzialien der
Ordinaten z, oder bs==dz, (in Beziechung auf x), er—dz, (in Beziehung auf %), oder

l
bs:d’,zd_l-f e : g —dzzl;,;ldy Wenn ferner die Rechtecke baen und sarm in
den Ebenen fac und sar gebildet, und die Punkte m und n durch eine Gerade ver-
bunden werden, so steht die gerade Linie te senkrecht aul der Ebene bacn, welche
mit der Coordimaten-Ebene XY parallel ist, und die Linie mn ist das ganze erste

Differenzial von =z in bezichung aul x und auf ¢, oder mn—=dz=ds 4 dz=
1 ¥

_|d=!
~dy
gelegte Ebene, von der das Rechteck sarm ein Theil ist, dic tangirende Ebene der
Fliche im Punkte @, d. h. die Ebene sarm hat mit der gegebenen Fliche den Punkt
(x, y. =) oder & gemeinschaftlich, und es kann zwischen ihr und der gegebenen
Fliche im Punkte @ keine andere Ebene gelegt werden, die in beliebig nahen Ent-
fernungen vom Punkte a niher an der gegebenen Fliche lige, als die Ebene sarm
selbst. Diese Siitze werden der Reibe pach einzeln bewiesen,

Id..li'—l- ¥ iy y—=bhs—+cr. — Endlich ist die durch die beiden Tangenten as und ar

1) Die Linie bs ist das partielle Differenzial von % in Bezug anf a.

Beweis. Die Curve ah hat zu ihren Coordinaten die Linien x und z. Denn da
die Ebene hab parallel mit X7, also senkrecht auf ¥ gezogen ist, so sind fir alle
Punkte dieser Curve die Coordinaten g constante Grissen. Nun ist aus der Theorie
der ebenen Curven bekannt, dass die Verlingerung zur Tangente oder bs das erste
Differenzial der Ordinate % ist. Wird daher z alsFunction von x und y; 2=—f{(x,y)

W
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genommen, und ¥ als constanie Grosse k behandelt, so ist dz=bs. Bei partiellen

Cym=i}
Differenzirungen wird aber auch y als conslant genommen, wenn bloss noch x diffe-
renzirt wird; es ist daher de=—d%, oder dz=>"hs. — Ganz auf dieselbe Art wird be-

T (y=k ]
wiesen, dass re=dz sei.
¥

2) Die Linie mn steht senkrecht auf der Ebene bacn, welche Ebene mit AY
parallel ist. Denn gleiche und parallele Linien im Raume haben gleiche und parallele
Projectionen. Da nun ar und sm gleich und parallel sind, und ac die Projection von
ar ist, so muss die Projection von sm gleich dn sein, Denn die Senkrechte vom
Anfangspunkt & auf die Ebene baene it aul &, und da dorch & nur eine Linie
mit ac parallel gezogen werden kann, so ist diu—ac die Projection von sm. Da n
der Endpunkt der Projection enlsprechend dem Endpunkte der Linic sm ist, so isl mn cine
projicirende Gerade, also senkrecht aul bacit.

33 Die Linie mn ist (das tolale Diffcrenzial von z.

Beweis. Da mu—np-+pm=bs-t-cr; und: bsf-er—=dz-+dz, so islmn—dz +-dr=dz,
was zu beweisen war. s ’ ’

Zusatz. Ist a der Punkt &, y, =, so ist & der Punkt (x4dx, y, 3), ¢ der
Pankt (x, y4-dy, =), n der Punkt (wt-de, y+dy, %). Wird daher im Punkle n
(x+-de, y4-dy, =) eine Linie mn senkrecht errichtet, und so weit verlingert, bis
sie die tangirende Ebene im Punkte m schneidel, so ist diese Linie mn, die Verlinge-
rung zur tangirenden Ebene, gleich dz, so gross oder so klein auch dr und dy ge-
nommen werden migen. Der Punct d, in welchem die Linie mn die gegebene Fliche
durchschneidet, ist der Punkt(x4-de, y-+dy, z-4dz), und der Punkt m selbst ist
der Punkt (uw+-dre, y+dy, z4dz).

4) Die Gleichung der durch die beiden Tangenten fa und ga geleglen Ebene
tag wird aul folgende Art gefunden:

Es sei: AL4-Bn4+(C=K (&)
die Gleichung dieser Ebene; £, %, T seien ihre Coordinalen. Da diese Ebene durch
die drei Punkle @, s, r, oder durch die Punkle (x, y, 3), (x+dr, y, z4-d3s),

(x, y+dy, z—i—dz} geht, so gellen auch die Gleichungen:
]

Ae-By+Ci=Kk (L)
A(x+dx)+By+Cz+dz)—=K {17

Axr+B(y+dy)+C(z+ds)=K ()
L

Die Gleichungen (L) und (1) geben Ade+-Cidz=0 4__ -

Die Gleichungen (1) und (lIl.) geben: deal-ﬂri&ﬂ f—i“-'———;l'
y C dx

Ist nun w=0~0 die Coordinalen- Gleichung einer Fliche, so gellen dic Gleichungen:

e |l {efne | du
[ de+Hgaie=0 G dy-+{ggld==0.

!dy-
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Es ist aher

du {de;
d_z‘_ dx T |dJ|
dxr .-ful’ dy Id‘u '

dzu '
folglich auch
' dut | 'du‘

:j, tf.r| B lrﬂ
“ldu’ C | f_f_t{|
|dz| i
Da nun die Gleichungen (o) und (L) die eine Gleichung

-+ py—n+a—H=0

geben, so ist die Gleichung der tangirenden Ebene fag folgende:

]mF(:r—"]—l—,j"il(J-"?}J—F (a—0)=0.

5. Wird dic Ebene aben, die senkrecht auf Z steht, verlingert, bis sie die Fliche
in der Curve al durchschneidet, so liegt die Tingente av dieser Curve ebenfalls in
der Ebene fag oder in ihrer Verlingerung.

Beweis. Ein Punkt dieser Tangente ist der Punkt (x--die, y-i-dy, ). Wenn

daher die Gleichung
el it
@G =t gef(a—5r=0
so umgeformt werden kann, dass der Punkt (x+-dx, y-dy, z) in ihr liegt, so liegl
=
die ganze Tangente av in ihr, da jener Punkt wegen der willkirlichen Grosse von
dx unzihlig viele Punkte' der Tangente darstellt-
Wird obige Gleichung der Ebene fag in folgende umgeformt:

da |
a —5}+'ﬁ§lc —D)y—7=0
% dy

so0 wird sie:
@y, @
e—§)— 2@ DAHy—)=0

Daraus folgt. dass
dy C dy

A L

T T ™

und dass die beiden Gleichungen slattfinden:
Adx+Bdy=—0, Cdz+Bdy—0

Diese Gleichungen in Verbindung mit der Gleichung (1) geben:
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Al x+do)+Biy-+diy)+Cs=K ()
Ax—+Bly-+dy)+-(z-+ds)=K (n)
Die Gleichung (m) zeigl nun, dass der Punkt Cr—-die, -y, %) in der Ebene fagq

oder in ihrer Verlingerung liegl, was zu bewecisen war.

Zusatz. In der Ebene lag liegen also die drei Tangenten der ebenen Durch-
schnittscurven ah. ak und al; und durch welche zwei dieser Tangenten die Ebene
bestimmt werden mige, es erfolgl immer dieselbe Ebene.

6) Diese Ebene ist die langirende Ebene der Fliche im Punkte a.

Beweis. Geselzt, eine andere Ebene F habe die Eigenschaft, tangirende Ebene
der Flache zn sein, so wird in dieser Ebene F nur eine der gefundenen Tangenten,
z. B. af, liegen kinnen. Denn ligen zwei Tangenten in ibr, so wirde die angenom-
mene Ebene F mit der tangirenden Ebene, mit der sie zwei gerade Linien gemein-
schaftlich hitte, selbst zusammenfallen. Die Durchschnitte dieser Ebene mit den Ebenen
rac und vab missten also von den Tangenten e und av verschieden sein, Wiren
diese Linien niher an den Curven ak und al, so wiren sie beliebig nahe bei a, an
den Curven niiher, als die Tangenten, was nach der Theorie der ebenen Corven un-
miglich ist.  Sie sind also enlfernter, als die Tangenlen. Daraus folgt, dass die Ebene
E selbst von der Fliche im Punkte a entfernter sei, als die Ebene fag, da die Curven
ak und al in der gegebenen Fliche liegen. Es kann daher keine andere Ebene gedacht
werden, die zwischen der Fliche und der Ebene fag gezogen werden kinnte. Diese
Ebene ist wlso selbst die tangirende Ebene, und die gefundene Gleichung:

| |
e+ Zly-nHgle—hH=
ist die Gleichnng der tangirenden Ebene.

Zusatz 1. Es ist einleuchtend, dass man dieselben Resultate erlangen wiirde,
wenn man, slalt % als Function von x und ¥ zu nehmen, x als Fuunction von ¥ und
z. oder y als Function von & und % nehmen wirde. Je zwei Coordinaten haben
willkiirliche Zunahmen; wenn sber diese gewihlt oder beliebig gross genommen sind,
so isl die Zunahme der dritten Coordinate veriinderlich, wund zerlegt sich in die
Reihe der Differenzialien, Ihre ganze Zunahme ist die Verlingerung der Ordinate,
z. B. %, bis sie die Fliche durchschneidet; das erste Glied dieser Zunahme aber ist
ihre Verlingerung, bis sie die tangirende Ebene durchschneidet. — Ausser der geo-
melrischen Dedeatung des ganzen ersten Differenzials haben sich auch die geometri-
schen Bedeulungen und Grissen der partiellen ersten Differenzialien - der Ordinaten
herausgestellt,

Zusgatz 2. Die Sitze, in denen die Differenzialien der Coordinaten der Flichen
der Reihe nach bewiesen werden, gelten allgemein, so lange die Flichen allseitig continuirlich
bleiben, wie diess bei allgemeinen Beweisen iberhaupt vorausgesetzl wird. Die Unter=
suchungen iiber die singuliren Punkte der Flichen miissen, wie sich von selbst ver-
sleht, auch besonders gefiihrt werden,
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2. Do sweden Differenzeniien der Covrdinalen der Flachen.

Um das zweile Differenzial der Coordinalen einer Fliche geomelrisch bestim-
men zu kiomen, missen wir eine solche Fliche a]_s bestimmende wihlen, deren ganze
Zunahme durch die beiden ersten Differenzialien vollstindiy gegeben ist. Diese
Fliche ist, wenn z. B. % als Function von & und ¥ genommen wird, allgemein fol-
gende :

=Gy A ey - dy'? ary :
Denn werden &' und 4 als unabhiingige Verdnderliche genommen, so dass dx und
dy constant sind, so ist:

1.,
_Jt':rfz’—{—z—d’ 5!
cine endliche Reihe, da alle folgenden Dilferenzialien von 2' gleich Null werden.

Es finden dann folgende Gleichungen statt:
dz

._| d;'d,nf-{-, a ,|d =20 ry Vo' (-’27 dy’
drz—" i ' Ty S|yt (U e = 20di + Bedrtdy -+ 2y
== de d.::‘ty felay' Y Y g

Da mun Az’ als die Verlingerung der Ordinate £ an die Fliche (L), wud dz’
als die Verlingerung der Ordinate an die tangirende Ebene bekannt ist, so ist auch

die Grosse ;—d’-’z’ bekannt; sie isl die Differenz der Verlingerungen von 2 an die tan-

girende Fliche zweiter Ordnung und an die langirende Ebene.
Seien nun die Coordinalen der gegebenen Fliche &, y, 2. Werden
r=x', y=y', z=2z', dr=dx’, dy=dy’, dz—dz’

und

d'z’ d'z  d'z'  d'z d'3 d'z

e =dx®? dody—dxdy dy*—dy?
genommen, so sind die zweilen Differenzialien von = durch die zweilen Differenzialien
von g’ bestimmt. Es sind also die zweilen Differenzialien der Coordinaten jeder
Flache durch die zweilen Differenziolien der Coordinaten der tangirenden Fliche zweiter
Ordnung (IL) construirbar, wie die obigen Gleichungen zeigen. Wird daher zum gegebenen
Punkte einer Fliche (x, 4, =) die tangirende Fliche zweiler Ordnung conslruirl, so
ist das ganze zweite Glied der Zunahme von 2z, die Verlingerung von'z von dem Pankle
(x<-dx, y--dy, =-dz) bis zu ihrem Durchschnitte mil jener Fliche; das zweite Differenzial
ist daher die doppelte Differenz zwischen den Verlingerungen zur tangirenden Ebene
und zur tangirenden Fliche zweiter Ordnung. — Dass aber eine solche tangirende
Fliche zweiter Ordnung jederzeit construirt werden kionne, geht daraus hervor, dass die
sechs Constanten, die sie enthilt, durch-die sechs Gleichungen bestimmt werden konnen:

dz®  d'z’ 1dz
tf.I-'z d.n‘ =24, 9 dr?
dz_dz 43
dody ™ drdy ~dady
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dz_d'z _1dsz

By =y =2 =5 4y

.tfz dz’ " dz d'z dz

==y, P=Ge " dwdy¥ ™ d"
iz dz' dz  d'z dz

ay=dy —y--er--24y, ?'_"dy d.ﬂdyx_r?g}*y

dz  dz i 1's d'z |
5:z‘=u+ﬁ£+yy+da:*+m:y+.ly=, w=g T dy 2 ;'_;,-! 12 d.,r: dy .r:y+ -y ’

Werden diese Werthe in die Gleichung (IL) substituirt, so erhdlt man die Gleichung
der tangirenden F]ﬁche zweiler Ordnung :

g d'z * o 4'3 dz  d'z
(G az:r“ “dued; jyhyﬂ )4&3‘"&3&_‘,# )t
dz 1dz !_1_.j:‘ whyt 1 dz
Lu dudy” {u }y_rﬁd.ﬂt drdy™ Y 2 @y Y

Zysatz 1. Aus dem Vorhergehenden leuchtet ein, dass die tangirende Fliche
gweiter Ordnung mit der gegebenen Fliche gleiche Lage der Coordinaten und gleiche
Anfangspunkte habe. Auch ist beiden Flichen die tangirende Ebene (langirende Fliche
erster Ordnung) gemeinschaftlich,

Zasafz 2, Wirde statt der Coordinate = eine andere Coordinate, ar, als Function
der beiden ibrigen Coordinaten % und =, oder # als Funclion der beiden ibrigen
Coordinaten & und 2 genommen, so wirde die tangirende Fliche zweiter Ordnung
auf dieselbe Art gefunden, wie sie fir z—f(x, y) gefunden wurde. Denn die tan-
girende Fliche zweiter Ordnung ist, wie die tangirende Ebene, unabhiingiz von der
Yerinderlichkeit der einzelnen Coordinaten; sie bleibt dieselbe Fliche, welche Coordinate
auch als Function der beiden ibrigen genommen werden mige.

Zusatz 3. Das ganze zweite Differenzial einer Ordinate der Fliche ist also der
Theil der verlingerten Ordinale, der zwischen der tangirenden Fliche erster und
gweiter Ordnung liegt, multiplicirt mit zwei. Die geometrische Construction des gan-
zen zweiten Differenzials einer Ordinate hat also keine weilere Schwierigheil, Will

1 .
man die partiellen Differenzialien zweiter Ordnung conslruiren, so ist 2:! .._; 'g..r” dirt~4-
+ i d_;' dedy-+; ‘ &y Nun ist % i_fé dx® die Verlingerung zur tangirenden Pa-

rabel zweiter Ordnung in dem Parallelschnilt senkrecht auf der Axe ¥. Eben so ist
!_d;ftdyn die Verlingerung zur tangirenden Parabel zweiter Ordnung in dem Parallel-

schnilt senkrecht auf die Axe X, Beide Differenzialien konnen also nach der Theorie
ebener Curven ohme Schwierigheit geomelrisch construirt werden. Legt man nun

1 idz? i|d*z
durch den Endpunkt von 3! d.x*dxi durch den Endpunkt von 2![ Jéidyq’ und durch

den Punkt (z, 3, 2) eine Ebene, so ist der Theil von ,Id!z, der zwischen dieser
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Id’

Ebene und der tangirenden Ebene erster Ordnung liegt, gleich 3\

a' +2 |fi"'z.

a).
. | .
Und der Theil von zd‘z., der zwischen jener Ebene und zwischen der tangirenden

Fliche zweiter Ordnung liegt, ist (; d*5— ;!;.xr . 3 I:—?;idy ‘), also gleich | di:;‘d.rdy,
so dass also auch diess parlielle Differenzial ohne Schwierigkeit geometrisch construirt
werden lann.

Auf dieselbe Art werden die dritten und hioheren Differenzialien der Ordinate z
analytisch und geometrisch bestimmt, wenn die tangirenden Flichen dritter und vier-
ter Ordnung von den Gleichungen:

si=et ity et pay -yt eroxtytrxytoy®;
Z“'rfr”—|—rﬁ'”.r—|—y“y—|—l"*'.1:"’—',—-+-+ﬂ.-1¢*+."3:-'1-'*y++--—l—ﬂ-xy"—'r,it]y";
u. 5. w, bestimmt werden, — Wir werden von diesen allgemcinen Unlersuchungen
zur niheren Bestimmung der tungirenden Flichen sweifer Ordnung dbergehen.

da’—

(118

Ueber die unterscheidenden Eigenschaften der tangirenden Flichen zweiter
Ordnung.

Die Gleichung der tangirenden Fliche zweiter Ordnung ist. wenn die Ordinate <
als Function von x und y genommen wird:
s=e+frtyy+detery+iy®.
Um diese Gleichung zu vercinfachen, verindert man die Axe von x in der Ebene xy
um den Winkel ¢, indem mon neue Coordinaten nimmt, und
I—=x'cosqp—i'sin.p, y=x'sin.g-}-y'cos.q
setzl.

Substituirt man diese Werlhe in obige Gleichung, so erhilt man :
z—ce--(Feos.qptysing )a'+(yeos.qg—Fsing )y’ +-(deos. gp—+-xcos.psin.g+dsin g ) 2+
- (24sin.geos.g—=[sin.p—cos.*p]—2dcos.psin.g o'y’ -+
—+(dsin. *p—zwsin.qgeos.qpt-Leos. *g )y’

Bestimmt man den Werth von ¢ in der Art, dass das Glied von 'y’ wegfillt,
so wird
Uh—0)_sin’p—cos’p_ cos2p

¢  singeosg

»
: y und: l—"_—ﬂ:tang.ﬂqJ.
] sin2gp

ein Ausdruck, der immer einen reellen Werth von ¢ giebt, so dass es immer miglich
ist, das Glied mit x'y’ verschwinden zu machen.
Bezeichnet man die Coellicienten von x/, %', =%, y* mit B, C, D, K, so0 er-
biilt man
g—e+Bx'+Cr'y'+Dx'*+Ky".
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In dieser Gleichung sind drei Fille zu unterscheiden:

1) Die beiden Coefficicnten I) und K sind von Null verschieden.
2) Einer dieser Cocfficienten ist gleich Null.

3) Die beiden Coefficienten sind gleich Null,

ad 1) Sind die beiden Coefficienten I) und K von Null verschieden, so verindert
man, um die Gleichung zu vereinfachen, den Anfangspunkt der Coordinaten in der
Ebene x'y’, indem man x'—x'~a, yy'=y"+b setzf, und man erhili:

z—=(a-+Ba+Ch+Da*+Kb* J+-(B-+2Da) "+ (C-2Kb)y"'+Dx'* 4 Ky'".

- L . . ) B cC .
Bestimmt man die willkiirlichen Grissen a und & so. dass a=—— 7 b= 2K wird,

so fallen die Glieder mit x' und ¥ aus, und man erhalt, wenn dic Summe der Con-
stanten gleich 8 geselzt wird:
z=8--Dx'*4-Ky™".
Setzt man =—z'+-8, indem man den Anfangspunkt der Coordinate z veriindert, so er-
hiilt man die einfache Gleichung:
Z"zﬂ.‘i.-“”!—l—ffy”l,
welche zwei verschiedene Gleichungen giebt, je nachdem die Coefficienten I) und A
gleiche oder verschicdene Zeichen haben; so dass die Gleichungen stattfinden:
g'=Dx'"+Ky'"', z'=Da'""—Ky".

ad 2) Ist einer der Cocfficienten I, K gleich Null, so sei D=0, und die friherc

Gleichung gebl in folgende iber:
z-——‘ﬁ-‘;—Bﬂl“—{—{?y"—l-Hy”.
Schafft man das Glied mit »* weg, indem man y'=—gy"+b und b=— ‘;;—{ selzl, so er-
halt man:
z=(a+-Cb+Kb)4-Br' Ky

Und wird g=gz'+-(e+Ch+Kb+) geselat, so lolgt: s'=Bx'+-Ky'".

ad 3) Sind die beiden Coefficienten B und K gleich Null, so geht die Gleichung
in folrende dber:

- z=u+Ba'+Cy',

welches die Gleichung einer Ebene ist.

Die tangirende Fliche zweiter Ordnung
g—e+t+fztyy+dx'xxy4-iy’
kann daher vier verschiedene Gestalten annehmen, deren Gleichungen folgende sind:

gi=Da Ky’ a
s'=Dx'"—Ky'" (1)
s'=Bx'+ Ky - (m.)

2'=Bx'+Cy’ av.)
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1) Die Gleichung (1), in der I? und K einerlei Zeichen haben, giebt cine Fliche,
deren Gestalt aus einigen Parallelschnitten leicht erkannt wird. _

Wird sie durch eine auf der Ordinate 2 senkrechte Ebene durchschnitten, so ist die
Durchschnittscurve eine Filfipse, weil 2/ constant wird, Diese Fliche wird daher in
allen auf die Ordinate = senkrechlen Durchschnitten in Ellipsen (in Kreisen, wenn D=K)
durchschnitten.

Durchschnitte hingegen, die auf & oder #* senkrecht sind, geben Apollonische
Parabeln zu Durchschnitts = Curven. Beide Parabeln sind congruent, wenn D=K.
Die Fliche (1) ist daher ein ellipfisches Parabeloid, und geht fir D=K in ein
Rotalions=Paraboloid iber, wodurch die Gestalt der Fliche (1) hinlinglich charakieri-
sirt isl.

2) Die Gleichung (IL), in welcher dic Coellicienten I? und K verschiedene Zei-
chen haben, giebt eine Fliche von [lolgender Gestall: Wird sie durch eine aul die
Ordinate  senkrechte Ebene durchschnitien, so ist die Durchschnitts=Curve cine Hyperbel,
und alle auf = senkrechten Durchschnitte geben Hyperbeln, weil 2/=M constant wird,
und K=[r"*— Kky'* die Gleichung einer Hyperbel ist. Hingegen geben alle auf x*
oder 3" senkrechten Durchschnitte Apollonische Parabeln.

Die Fliche (1) ist duher ein Hyperbolisches Paraloloid.

3) Die Fliche (ML) hat folgende Gestalt: Ist 2 constant, werden also die Durch-
schnitte auf die Ordinate = senkrecht gefithrt, so giebt die Gleichung z'—HBrx'4-Ky''*
eine Apollonische Parabel. Ist &' constanl, sind dic Durchschnilte auf x* senkrecht,
so giebt jene Gleichung wieder eine Apollonische Parabel; ist endlich " constant.
also Ky“*=A, oder werden die Durchschnitte auf 4/ senkrecht gefibrt, so giebt
jene Gleichung eine gerade Linie; und alle aul y* senkrechlen Durchschnitte geben
gerade Linien, die unter sich parallel sind, da die Coéfficienten von =/ und &/ in
der Gleichung ='‘=—Hx'+A constant. und von dem jedesmaligen Werthe y* unab-
hiingig sind. Diess ist die Eigenschafl der cylindrischen Flichen. Die Fliche (1)
ist daher ein parabolischer Cylinder. Der besondere Fall, dass in der Gleichung
(1) der Coeflicient B=0 wird, wodurch z'=Ky"** wird, édndert nichts in der Gestall
dieser Fliche; die cylindrische Seitenfliche wird nor mit der Axe x’ parallel

4) Die Gleichung (I1V.) z‘:ﬂ:-t"nl—{fg‘ ist endlich die Gleichung einer Ebene. —
Die tangirende Fliche zweiter Orvdnung geht nur fir Ebenen wieder in eine Ebene
uber. weil nur fir die Ebene dic Glieder dx?®, xaxy und 1y* der Gleichung:

T=a-Fu—yy-H0r ey --iy®
verschwinden kinnen. TFile alle dbrigen Flichen kinnen diese Glieder nicht simmitlich
gleich Null sein. Es kann daher fiir die Flichen iberhaupt die tangirende Fliche
gweiter Ordnung nur ginguldgr, d. h. fir besondere Punkle dieser Flichen, niemals
aber allzemein, ausser nur fir eine Ebene, selbst wieder in eine Ebene zuriick-
kehren. '

Wir schliessen mit dem Resullate, dass die langirende Fliche zweiler Ordnung
nur in den vier Gestalten einer Ebene, eines parabolischen Cylinders, cines hyper-
holischen Paraboloids und eines elliptischen Paraboloids, und in keinen ferneren

3%
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Gestalten erscheinen kinne. Es theilen sich daher simmtliche Flichen in Bezug auf
ihre tangirenden Flichen zweiter Ordnung in die vier Abtheilungen :

1) Ebene, 2) Flichen, deren tangirende Fliche zweiter Ordnung parabolische
Cylinder, 3) Flichen, deren tangirende Flichen zweiter Ordnung hyperbolische Para-
holoide, 4) Flichen, deren langirende Flichen zweiler Ordnung elliptische Paraboloide
sind, Dadurch stellt sich uns die Aufgabe dar, die Eigenschaften und die algebraischen
Kennzeichen dieser vier grossen Abtheilungen der Flichen zu bestimmen.

Wir schlagen folgenden Weg ein: Wenn eine Fliche zo den geradlinizen krum-
men Flichen gehort, d. h. wenn durch jeden ihrer Punkie eine gerade Linie gezogen
werden kann, die ganz in ihr liegt, so muss auch die tangirende Ebene dieses
Punktes die gerade Linie mit der Fliche gemeinschalllich haben. Denn da alle Tan-
genten der Durchschnittseurven in der tangirenden Ebene liegen, und die Durchschnitts-
Curve einer geradlinigen krummen Fliche in einer bestimmtien Richtung die gerade
Linie selbst ist, die ihre cigene Tangente ist, so muss diese gerade Linie selbst in
der tangirenden Ebene liegen,

Wird nun = als Function von & und y genommen, und werden dx und dy als
willkiirliche und unabhiingig Verinderliche so bestimmt, dass die polare Ebene, die
tlurch die Coordinate =, also senkrecht auf die Ebene XY und durch den Punkt
(x-tdx, y-+dy, =) gelegt wird, die gegebene Fliche in der geraden Linie, die in
ihr dorch den Punkt (x, y, =) gezogen werden kann, durchschneidet (was immer
miglich ist, da dorch die verschiedenen Werthe von dx und dy alle miglichen Winkel
um die Coordinate = herum beslimmt werden), so ist die ganze Zunahme von = oder
A%, gleich dem ersten Dilferenzial dz, da 2 die Yerlingerung zur Flithe, d2z die
Verlingerung zur tangirenden Ebene ist, die aber in der geraden Linie, welche die
Fliche und ilire langivende Ebene gemeinschafilich haben, zusammenfallen, so dass oz
und dz dieselben geraden Linien darstellen,

Ist aber z—dz, dann ist nothwendig die Summec aller hoheren Differenzialien
von z gleich Null, da
|
2.3

Da in dieser Reihe fir beliebig kleine Werthe von dx und dy jedes vorher-
gehende Glied grisser bleibt, als die Summe- aller nachfolgenden Glieder, so folgt,
dass einzeln d'z—0, d*z—0, und dass iiberhaupt alle htheren Differenzialien einzeln
gleich Null seien. Werden diese Differenzialien in partielle Differenzialien zerlegt, so
gehen die Gleichungen hervor:

A.z:-:d.n—f——d’z A5 do—da=0; als0 3 d'24p odza=0.

] d!.z.' +‘dz|
d'z &
7= ‘d.z:'+2 = dy]drdy-i- Zlay—o:
.d z I ds |

|d R P d_,r, d davdy+3 7 dy,ldxdy'—i—i d;.s 2 dy=0
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Ordnet man die zweite und drilte dieser Gleichungen nach dem Differenzial-Quo-
tienten dj:m. g0 erhilt man:
dx

'z o d'z| | ld3]
|dx”+2‘dxd i OF gy _;2
| d
|er' fl +d sl

lw?=0;

|,-f’
P +3|d3; “dy

R }

-3 -

Eliminirt man aus beiden Gleichungen die Grisse mﬂ&%’ so erhilt man die schlecht-

hin allzemeinen Criterien zur Unterscheidung der geradlinigen krummen Flichen von
allen iibrigen Flichen. Man erhdll ndmlich eine Bedingungsgleichung, die fir alle ge-
radlinigen krummen Flichen erfullt wird, und die fiic alle brigen Flichen nicht statt-
finden kann.

Allein die Elimination einer unbekannten Grisse aus zwei Gleichungen des zwei-
ten und dritten Grades giebt immer eine viel zu verwickelle Endgleichung, als dass
sie mit Vortheil angewendel werden kinnte. Es sind daher einfachere Criterien zu
suchen.

Wenn die gegebene Fliche eine geradlinige krumme Fliche ist, so muss schon

das zweite Differenzial der Ordinate z fir einen bestimmien Werth von dy allgremein

dx
gleich Null sein.  List man :|:|l.|n die Gleichung
d'z |dy  |d'z dy’
|+2|d.ndy|d.x+|dy’ dr ="
nach ﬁy auf, so lindet man:
[
]V g i
E \ddy _ dxdy | ldr’ lely”|
+ d?ml _.-._I. d = -
\dyl Lf |
Dieser Gleichung entspricht fir den Fall, dass ‘ dy,-._-:.{} wird, die andere Gleichung
| fd'z "1 d’ zrl"
dx ]d,ﬂdyi dxdy d':r dy
dy |z —
k= d.-.;*
Diese Gleichungen geben fulgeude vier verschiedene Fille:
d"'z . . 0
1) Es sind ) | d.:t:” ;| einzeln gleich Null; dann ist df: =5 ehen so

g—;‘:g; die Rit:hlnng, in welcher die Fliche durch Ebenen durchschnitlen werden muss,
dass sie eine gerade Linie als Durchschnitiscurve gebe, ist unbestimmt; sie giebt in
unzihlig vielen Richtungen gerade Linien als Durchschnittscurven, d. h. sie ist selbst

eine Ebene.
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12" g
2) Die Grisse unter dem Wurzelzeichen ist negaliv, oler E‘;l . :?zl ist grosser
&z | dy . de : -
uls EEITH[ , und dann haben dr oder dy keinen reellen Werth, d. h, die Fliche kann

in keiner Richtung durch eine Ebene so geschnitten werden, dass sie gerade Linien
als Durchschnittzcurven gibe; die Fliche gehiort also nicht zu den g}eradlinigen krum-
men Flichen.

3) Die Grosse unter dem Wurzelzeichen ist glei ; U oger 2

: er dem Wurzelzeichen ist gleich Null; dann haben At oder ay
nur einen einzigen Werth; die Flichen kinnen in jedem Punkle nur nach einer
Richtung durch Ebenen in geraden Linien geschnitten werden. Diess sind die de-
reloppablen Flichen, wie sogleich deutlich werden wird.

|d'z| |d'z|

4) Die Grisse unter dem Wurzelzeichen ist positiv. oder iif.t?ll'lﬁyqll ist kleiner,
Tty If

als ———— ; die Grosse dy (odur M) hat zwei verschiedene Werthe. Da aber eine
dxdiy | dr diy

krumnme Fliche allremein in jedem Punkte nur nach einer Richtung in geraden Linien

durchsclmilten werden kanm, so wird einer der Werthe gi diese Richlung selbst, der

andere singulir eine gerade Linic, und allgemein die Richtung angeben, in welcher die
Durchschnittscurve der Fliche eine Curve ist, die in ihrem Durchschnilt mit der geraden
Linie einen Inflexionspunkt hat; denn auch in diesem Falle wird singulir d=*=0. Diese
Flichen werden wir als die windschiefen (gewunden-schicfen) Flichen kennen lernen.

Diese vier Abtheilungen der Flichen enlsprechen ganz genau den vier Abtheil-
ungen, die wir frilher aus den Eigenschaften der langirenden Flichen zweiter Ord-
nung gefunden haben. Die Ebenen sind in beiden Fillen dieselben, uni fitr die abri-
gen Abtheilongen gilt der Leforsatz: dass die Flichen, die nicht zu den geradlinigen
krwamen Flichen gehiren, elliptische Paraboloide zu tangirenden Flichen zweiler
Ordnung haben, dass dic developpablen Flichen parabolische Cylinder, und dass
endlich die windschicfen Vlichen hyperbolische Paraboloide zn \angirenden Flichen
zgweiter Ordnung haben, Dabei ist zu bemerken, dass die elliptischen Paraboloide
selbst Flichen sind, die nieht zu den geradlinigen krummen Flichen gehiren, dass die
parabolischen Cylinder selbst developpable Flichen, und dass die hyperbolischen Pura-
boloide selbst windschiefe Flichen sind, so dass zwischen den beiderseitigen vier
Abtheilunger: der Flichen die vollkommenste Uebercinstimmung herrschi.

Wir werden diese Sitze der Reihe nach ausfiihren.

1) Die elliptischen Paraboloide sind tangirende Flichen zweiter Ordnung fir die-
jenigen Flichen, fiir welche in der Gleichung (L) #'=Dx'*+Ky"” die Coefficienten
I und K einerlei Zeichen haben. Nun ist

D—=dcos.*g—+=cos.qpsin.g+Asin."gp ,
K=dsin g—xsin.gpcos.g-+icos .
positiv

. wenn d and 2
negatiy

E

Nach cinem bekannten Satze der Analysis ist I} immer I
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gleiche Zeichen haben, und wenn -ﬂ.}}zﬂ ist. Tritt letztere Bedingung cin, so haben

ohnehin & und i gleiche Zeichen, weil sonst das Product d4 nicht grosser sein kinnte,
positiv |

als die nothwendig positive Grosse #°. Ebenso ist K immer . by
negativ;

wenn 4 und £

rleiche Zeichen haben, unil J?.::-;l #”

Fiir alle Flichen sind daher die Zeichen von I} und K gleich, oder alle Flichen
haheu elliptische Paraboloide zu langirenden Flichen zweiter l}rdnung, in welchen

. { oz 1|l ] d's | 1|d'z) e i’z
’i_"'-u.. — 1 | ) — -—| — o ‘l_ e -
] r" ist. Nunist d— 2\dz i) i 2|dy2|' a‘yl' also di= 4|d.x" |r:£y"‘ d,m‘_;l
T r.fz 2 d,"::'
und ist §i = i S0 ist dedy —| | d = remu negative Grisse. Dadurch ist aber gerade

die Bedingung erfillt, dic fir dj&]emgen Fliichen gefunden wurde, die nicht zu den
geradlinigen krummen Flichen gehiren, Zugleich erhellt auch, dass das elliptische
Paraboloid nicht zu den geradlinigen krummen Flichen gehire,

2) Die parabolischen Cylinder sind langirende Flichen zweiter Ordnung fiir alle
Flichen, fir welche die Gleichung stattfindet:
'=Bua'+Ky'"
oder auch
='=Cy' D',
Denn beide Gleichungen sind dieselben, wenn man x und % mit einander vertauscht.
Findet aber die Gleichung s'=Hx'4-Ky'? stull, so ist D=0, oder
deos. p—txcos.psing-isintp=0
d--xtang.qp-HAang. g=—0.
Wird diese Gleichung nach tang.q aufzelist, so ist
(o

i 4
lang.q?—i—z ;":-'E i

Nun ist tang.?.q::j—v;x?, und da #, 2, d bestimmte Coefficienten sind, so hat tang.2¢q¢

nur efnen Werth. Es kann daher auch tang.p nur einen Werth haben, und es muss
der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen verschwinden. Es ist daher fir die Flichen,
die parabolische Cylinder zu tangirenden Flichen zweiter Ordnung haben:
J’Ir‘l di=0, oder | df.r_fyli d}z.z| |Ij;z‘._{}
Diess ist aber genau die Bedingungsgleichung fiir developpable Flichen, so dass
auch diese Abtheilungen mit einander iibereinstimmen, und die parabolischen Cylinder
als developpable Flichen erscheinen.

3) Die hyperbolischen Paraboloide sind tangirende Flichen zweiter Ordnung fiir
alle Flichen von der Gleichung (IL), z'=Dx'?—Ky'*, in denen die Coefficienten
D und K verschiedene Zeichen haben. Haben aber die Coefficienten D) und K ver-
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schiedene Zeichen, so ist nothwendig in den sie bestimmenden Gleichungen: ;1—:6*}65'.,

oder | drdy [}ldw dy 2 also * + V] : dif_; 2 lixz,,ilj‘ ,.I eine reelle positive und negative
Grosse. Diess ist aber genau die Bedingung, die wir fir die windschiefen Flichen ge-
funden haben, so dass auch hierin beide Abtheilungen iibereinstimmen, und die hyper-
bolischen Paraboloide als windschiefe Flichen erscheinen.

Wir haben daher durch die tangirenden Flichen zweiler Ordnung eine apriorische
und rationale Eintheilung der Flichen: in Ebenen, in developpable Flichen, in wind-
schiefe Flichen und in doppelt krumme Flichen, wic wir diejenigen Flichen nennen
wollen, die nicht zu den geradlinigen krummen Flichen gehiren.

Es ist eine merkwiirdige Thatsache, dass die vier cbenen Curven zweiter Ord-
nung, die gerade Linie, die Parabel, die Hyperbel und die Ellipse, vier Abtheilun-
gen der krummen Flichen bestimmen, die nicht bloss fur Flichen der zweiten Ordnung,
sondern fiir Flichen jeder Ordnung, sie migen algebraisch oder transcendenl sein,
milltiz  bleiben. -~— Da die tangirenden Flichen dritter, wierter uond hiéherer Ord-
nung fernere natiirliche Unterabtheilungen aller Flichen geben, so wird durch diese
tangirenden Flichen ein nalurgemiisses und fur alle Fille ausreichendes Eintheilungs-
princip aller ibrigen Flichen aul’gcstcll't. Diese ferneren Unterabtheilungen der Flichen
liegen ausser den Grenzen der gegenwiirligen Untersuchung.

1V,
Ueber die cylindrischen Flachen.

Wir gehen nun zur Untersuchung einzelner Flichen iber. Fir die developpablen
Flichen haben wir die Glcichung‘cn gefunden:

iz |
\dad gl [dv' dw*‘
d.'r— 'cf___l ’ d.t:dy ldx?]
eyl
Es sind hier die zwei Fille miglich, dass die Grisse :guntweder eine constante
oder cine verdnderliche Grisse sein kann. Ist dy constant, so ist die Fliche eine cylindri-

dx
sche Fliche.

Beweis. Aus E{Q—_-ﬂ' folgt, dass eine Gleichung der geraden Linie, in der die

gesuchte Fliche geschnitten werden kann, sei:

iy—ﬂ (1), worin' » und £ zwei

Coordinaten der geraden Linien ausdriicken, Bestimmt man nun aufl dieselbe Art d_di

aus der entsprechenden Gleichung:
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| &y |
ds___\drds_
de—  dy|
‘dz®
und bezeichnet man die dritte Coordinate der geraden Linie mit £, so folgt die

. f—z
Gleichung : :_3."":0‘ ().
E—a

Die Gleichungen (1) und (Il) bestimmen alle geraden Linien, in welchen die
rerebene Fliche geschnitten werden kann, Da nun Cund C¥ constante, von den verschie-
denen Werthen x, y, = unabhiingige Grissen sind, so folgl, dass alfe geraden Linien,
in welchen die gegebene Fliche geschnitten werden kann, unter sich parallel seien,
Diess ist aber die Eigenschalt der cylindrischen Flichen; denn eine cylindrische Fliche
entsteht, wenn sich eine (unbegrenzte) gerade Linie lings einer gegebenen Leitungs-
Corve immer parallel mit sich selbst fortbewept.

Es sind nun im Allgemeinen folgende Punkte zo erbrtern:

1) Nach welchen Criterien wird entschieden, ob eine Fliche cylindrisch sei, oder
nicht ?

2) Wic wird dic Lage der geraden (charakleristischen) Linie bestimmt, durch
deren Bewegung lings einer beliebigen Leitungscurve die cylindrische Fliche be-
schrieben wird ?

3) Wie werden die Leitungscurven selbst bestimmt ?

4) Wie werden die Gleichungen der cylindrischen Flichen gefunden, wenn die
Lagen und Gleichungen der geraden Linien und der Leitungscurven gegeben sind?

ad 1) Was die ersle Frage anbelangt, so ist bei cylindrischen Flichen die Glei-
chung gegeben :

I,

dy d.rdﬂ_r‘

_ Ir.h: | efg{"l
de™ ;ds efz[ -
dy®l
. - : . . . d‘t L
Die Grosse unter dem Wuorzelzeichen ist gleich Null, und - d2z| gleich ciner
ify.

constanten Grisse ¢

Auf dieselbe Arl findet man auch j—g und i‘i als constante Grossen.

ad 2) Was die Destimmung der characteristischen (Erzeugungs-)Linie anbelangt,
so seien £, n, L ihre rechiwinkligen, mit &, %, 2z parallelen Coordinaten. Da

j-g::r, und ::_i=k ist, und da die Erzeugungslinie die Grissen (dy und dx)), und

(dz und i) als Coordinaten hat, so ist n=ci+d, r;':k‘éj—ﬂ. Da ferner diese
Erzeugurigslinie durch den Punkt (x,y,2) der Fliche geht, so gelten auch die Glei-
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chungen: y—cx+A; s—kr-+B. Diese beiden Gleichungen mit den friheren ver-
bunden geben die Gleichungen: (y—#)=c(x—5); (s—L)=k(r—E).

Sie bestimmen zwei Ebenen, die durch den Punkt (r,y.2) der eylindrischen Fliche

gehen, und deren Durchschnitislinie die erzeugende, characteristische Linie dieser
Fliche ist.

ad 3) Die Leitungscurven der E}'Iindrischen Flichen, diejenigen Curven, an denen
sich die characteristische gerade Linie fortwihrend mit sich selbst parallel forthewegt,
und dadurch die cylindrische Fliche erzeugt, kinnen auf’s Leichteste bestimmt werden.
Denn jeder Durchschnilt der gegebenen eylindrischen Fliche mit andern Flichen oder
mit Ebenen giebt doppelt krumme oder ebene Curven, welche Leitungscurven der
cylindrischen Fliche sind. Man braucht daher nur die Gleichung dieser Fliche mit
der Gleichung irgend ciner andern sie durchschneidenden Fliche zu verbinden, um die
beiden Gleichungen einer Leitungscurve zu erhalten. Gewihnlich wahlt man dazu
ebene Flichen, und zwar Parallelschnitte oder Polarschnitte der gegebenen eylindri-
schen Fliche.

ad 4) Man findet endlich aus den Gleichungen der Leitungscurve und der er-
zeugenden geraden Linie die Gleichung der cylindrischen Fliche auf folgende Art:

Es seien die Gleichungen der erzeugenden geraden Linie: E=al-tm; = L,
die Gleichungen der Leitungscurven: F(x'y',2)=0, fla'y'.=)=0, und die Coordinaten
der cylindrischen Fliche: x,,2. Da der Punkt £7.,0 ein Punkt in der cylindrischen
Fliche ist, der also zugleich ein Punkt der Erzeugungslinie ist, so sind die Gleichungen
der Erzeugungslinie, die ganz in der cylindrischen Fliche liegl:

w—E=a(z—L); y—n=blz—0).
Ferner gelten fiir diesen Punkt die Gleichungen der Leitungscarve:
F(£5,0=0, f(E5,0=0.

Werden aus diesen vier Gleichungen die drei Constanten £, », { eliminirt. so
bleibt eine Gleichung zwischen (x,y,z,a,b) ibrig, welche die gesuchle Gleichung der
cylindrischen Fliche ist. Denn sie bestimmt alle moglichen Punkte von &, y, =, d. h
alle Punkte der cylindrischen Fliche.

Beispiele diber die cylindrischen Flichen.

Vorerinnerung. Bei den Untersuchungen tber die Flichen iiberhaupt kommen
Gleichungen mit partiellen Differenzislien der Coordinaten vor. Ist die Gleichung einer
Fliche verwickelt gegeben, u=—f{.r,y.2)=0, so findet man die partiellen Differenzialien
der Coordinaten aus den partiellen Differenzialien der Fliche, Wird z. B. 2 als
Function von x und y genommen, so gellen l‘nlgende Gleichungen:

e |
del ?fyﬁl
’ dzl

sl -
“ td,.
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d“u ldz?

dz?|lde|

I dzu J d:xl o
[— dz“

dz__
do?

|rfu|
ldz!
g | d’u ||d3| ‘
+2 Idy dzild J|+dz"
o
Id—z|
| dn |d.,‘ ffﬂ dz
&z | a‘.;dgl"‘ dxdz! dy +Idt,rd$
duedy— e,
|€£z|
Da in den Bedingungsgleichungen der Flichen keine hiheren Differenzialien ent-
halten sind, so reichen diese Formeln vollkommen aus.

|
d’'z ‘dy
dy' =" .

f’y

d'u dz| dz
dz’| dur! dy!

Beispiel 1. Es sei die Gleichung einer Fliche gegeben:

u=z’+p‘.;—r’-’ﬂ—ﬂ
; . 1. dﬂz T, . CFH JJH
Es ist: o =—p"; d_y:+ da =33’; d.f:'_ i dJ:ﬂ’ d_}ﬂﬁ_ﬂ deds
Lu_,, g,
dyds~ ° dz¥
1
Folglich sind die partiellen Differenzialien : [ d.r[_?:;’ @‘ E]:;’” Ig;, gz'ﬂ

|d“z| _2p | s 2pt
dy, 92° |dedy 93

dz 2 |doz|f2
Da nun | ic d_;: :I d; | i “I ist, so folgt, dass die gegebene Fliche developpabel sei.

|' otz | I Idlzz
~— [nd da ilherdiess '-

ﬂm

constanten Grisse, umi dass die Fliche selbst eine cylindrische Fliche sei.

=—1 ist, so folgt, dass i‘%:-ﬁ-i gleich einer

Um die Gleichungen der erzeugenden geraden Linie zu finden, so ist eine dieser

Gleichungen aus %:l folgende: x—Ef=y—». wenn #» und £ zwei Coordinaten

dieser geraden Linie ausdriicken. Um eine zweile Gleichung 2u finden, beslimmt man
dz M ) M dy . A : ' . dz aipd,
7 auf dieselbe Art, wie g bestimmt worden ist, und man findet F

Daraus folgt, dass die zweite Gleichung der geraden Linie sei: z—L=0. Die
erzeugende gerade Linie steht also senkrecht aufl der Axe Z, ist parallel zu der
Ebene XY, und durchschneidet (vermbge der Gleichung [x—&]=[y—]) alle Coor-
dinaten & und y unter halben rechten Winkeln; wodurch die Lage der erzeugenden

geraden Linie vollkommen beslimmt ist,
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Um eine Leitungscurve zu bestimmen, wihit man z. B. diejenige Ebene. welche
aufl der erzeugenden Linie senkrecht steht., also mit =z parallel ist, oder durch =
selbst gezogen wird. Die Gleichung dieser Ebene ist: (x—&)=—(y—7). Diese Glei-
chung mit der gegebenen Gleichung der Fliche verbunden, bestimmt die gesuchle
Leitungscurve. Wird die Ebene (r—5)——(y—7) durch den Anfangspunkt der Co-

/|+:{} ordinaten” gelegt, so wird: £=—rz. Diese Gleichung mit

| z*+p*y—p*r=0 verbunden, bestimmt die auf der Er-

; zeugungslinie senkrechte Durchschnittseurve, a@b. imn
T J='+;L f’rl -# | Anfangspunkte der Coordinaten. Ihre Eigenschaften sind

A sehr leicht zu ermitteln. Ihre Projectionen aof den Ebenen
AN F-’ / L XZ und YZ sind die congruenten cubischen Parabeln
/o G (et 0, —s—2) wd (4e—y, 0, —s+y), von

T T den Gleichungen: 2*-2p*y=0; 2*—2p*r—=0, Beide Pa-

P/ R " rabeln haben im Anfangspunkte der Coordinaten einen

% J,f; /I: | 1~1 / Inflexionspunkt, und sind beiderseits unbegrenzl. Die beiden
a4 / i i'-nf_ I 7 durch sie gelegten senkrechten cylindrischen Fliichen geben als
_I_'x ;__ i-?ri W, Durchschnitseurve a0b; und diejenige gerade Linie, die
b sich lings dieser Curve immer parallel mit der Ebene XY

und in solcher Lage, dass sie mit allen Coordinaten x
und y halbe rechte Winkel macht, fortbewegl, erzeugt die cylindrische Fliche von
der Gleichung w—=z*-}p y—p e="0.

Beispiel 2. Es sei ecine Erzeungungslinie: f—al+A, 5y=b+4B, md ecine
I
Leitungscurve: a*--y =" z‘:mrarc.lg.(i ,) gegeben, Man sucht die Gleichung der

cylindrischen Fidche, welche entstcht. wenn sich die Erzeugungslinic kings ier Lei-
tungscurve immer parallel mit sich selbst fortbewegt. — Da die Leilungslinic die ge-
wihnliche Schraubenlinie ist, so wird die gesuchte cylindrische Fliche eine unendlich
oftmal sich selbst durchbrechende gewundene Rolle mit parallelen Tangenlen sein.
Steht aber die Erzeugungslinic senkrecht auf der Ebene X¥, so geht diese Fliche
in den gewihnlichen senkrechien Cylindermantel mit kreisformiger Basis diber.

Awuflisung, Fir den Punkt Epk der gesuchten Fliche gelten die Gleichungen:
. - 7 o
(1) (@—5=alz—1L); (2.) y—7=blz—3); (3) 5——m-r-amtg-§; (4) Eap=rt.

Eliminirt man aus den Gleichungen (1.) und (2.) die Grosse (z—C), so erhalt
man: blxr—5)=—aly—7). Eliminirt man ans dieser Gleichung und aus Gleichung (4.

die Grisse 7, so erhilt man: -
_ (ay—bx)ra/ (@) —(ay—be)’
al-j-in

E=—NtH, wo N———-—ﬁ{ay—#.'r}, = NP — (ay—bx)* st

Da =%}/ r’—E, so ist FiVﬁ—[—NiM}i.
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. i Vr—(tHM—N)*
Es ist daher é_i_ TN

Constanlen nur die Ordinaten x, y der cylindrischen Fliche enthalten.

Ferner ist: f=al4+{x—azx), y=0+(y—0%), und da E4=r* ist, so folgl.
dass:

» worin die Grissen M und N ausser den

r'=(a-0* )22 (alx—az] -+ [by—b2]l )L r—azP+-[y—bz)

selzt man .
ﬂ(&'—-at}+-’a( 1y —bz)
a -+t K,
r—([r—azl*+ [}L——bzllj
u"‘—|—.":-

50 erhilt man: Q:-K:!‘_VJF—I,—H‘, worin die Grissen K und T nur Constanten und
die Coordinate der cylindrischen Fliche (a,).2) enthalten.

Substituirt wan die Werthe ;i und { in die Gleichung {=mrarc.tang.”, so erhilt

man die Gleichung der gesuchten cylindrischen Fliche :
----- ’|f _r-— —(+M— E\']
+H-N
worin nur die Conslanten a, &, r und die Coordinaten =, y, = enthalten sinil.

Dicse Gleichung vereinfacht sich, wenn ¢ntweder a=8& ist, d. h. wenn die mit
ilen geraden Linien der cylindrischen Fliche parallele Linic mit den Axen X und ¥
gleiche Winkel macht, oder wenn eine der Constanten, a, &, gleich Null wird. st
z. B. §=0, so sind dic geraden Linien der cylindrischen Fliche aul der Axe ¥ senk-
recht, also zur Ebene .XZ parallel, und in dieser Ebene unter einem von a abhing-
izen Winkel gegen die Axe Y geneigl,

Entwickeln wir dic Gleichung unter der letzten Bcdmgunn, so wird N=0,

Mt/ vy, f»:_:“ = L_?l-‘{—“"_ﬁ—f-”’?--- /N v’(ﬁ'“—t—L‘}— Oy J], und die
obige Gleichung geht in folgende iber:
az—ax 1 5 — H

———— + }/ ri—yt=murarc.lang.
Vir—y
worin diec Wurzeln positiv und negativ genommen werden kunnen.

Fir Werthe von ¥, die grisser sind, als r, wird dic Gleichung imaginir; diesen
entsprechend, ist aus der geometrischen Construction klar, dass die cylindrische Fliche
unendliche Male von 2 Ebencn tangirt wird, die auf dem Durchmesser des Kreiscs
.n?-}-y*—_—r“, in welchen —-y und —y die grissten Werthe haben, senkrecht errichtet
werden. Ueber diese tangirenden Ebenen hinaus kann sich also diese Fliche nicht
ersirecken.

+Far a=0 und =0, wenn die geraden Linien der cylindrischen Fliche senkrecht
auf der Ebene XY stehen, geht div Gleichung in folgende iiber:
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az—x+|/ ri—y=—amrarciang. 24—
\.l",..i_ya
uder, da e=1) ist:
=T
Die Fliche geht dann in die Fliche des gewohnlichen senkrechten Cylinders mit
kreisfirmiger Basis iiber,
Durchschneidet man die Fliche
“*—-1'—Hfl:?'“—'y“]-‘—-‘amr&rmtang.'—_g_-l_
v ri—y?
durch Ebenen, die mit den Coordinaten~Ebenen parallel sind, so erhill man folgende
Curven:
Wenn die Durchschnills=Ebene mit XZ parallel ist, also y—c genommen wird:
[H

as—x+|/ r*—e*=—amrarc.tang.+ —=,
r*—c

Diese Gleichung stellt unendlich viele unter sich parallele Linien dar, da der Ausdruck
arc.tang.-l_-—.—_E:.: unendlich viele Werthe hat. Diess gilt auch dann noch, wenn e=p
Vet

ist, Simmtliche Gerade sind mit der Linie azs—x=0 parallel,

23 Ist die Durchschnitts-Ebene mit XY parallel, also z=—e, so ist:

tr—irHy/ r—y —amrarc.tang.+ ¥ (1)
\‘-"r:._,yz

3) Ist die Durchschnitts-Ebene mit ¥Z parallel, also a=¢, so geht die Gleichung

in folgende Gber:

Die Gleichungen (IL) und (HL) sind also transcendente Curven derselben Arl.
Ihre besonderen und merkwiirdigen Eigenschalten kimnen nach den Lehren iber ebene

Curven ohne Schwierigheit ermiltelt werden.
Wenn wir umgekehrt die Criterien der cylindrischen Flichen auf die Gleichung .

az—aty/ ;*_—_§’=amrarc.tung.+~—- E___

_v.-;l'!—_yl:

anwenden, so ist auf den ersten Blick einleuchtend, dass diese Gleichung eine cylindrische
.t | Pz | d'z|d*zl | d*z |

Fliche darstellt; denn es ist It =0, und iz dy |:{l Daraus folgt, dass d de* | daedy =0

|tz

sei. . Wird ﬁﬁ?z—ﬂ'gﬂﬁmh §0 istﬂ:il.—_-u, also 4=0, und die eine Gleichung der
e
geraden Linie ist: y—z—=0.
Aus agui—i—bggzi, und b=0 folgt, dass ads=dr, a(z—0{)=(x—E&) sei,
welches die zweile Gleichung der geraden, charakteristischen Linie der cylindrischen
Fliche ist.
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Zusatz. Will man fir cine gegebene eylindrische Fliche die tangirende (cylin-
drische) Fliche zweiter Ordnung consiruiren, so kann diess nach den vorhergehenden
Untersuchungen ohne alle Schwierigheit geschehen. Ist z. B. die Fliche: F=prr—py
gegeben, so ist, wenn &', ¥, 2’ die Coordinaten der tangirenden Fliche zweiter
Ordnung hezcichnen die Gleichung dieser Fliche:

- ipt
z‘-—(z-— le—y)—g zﬁtm—yﬁ)+(§'z [ 143 ity |=ghe—yT).
Fir einen beliebigen Punkt der cylindrischen Fliche, z. B. m:gp, y:%p, F=p.
geht diese Gleichung der tangirenden Fliche in folgende iiber:
8 5 1
B=gpHg(e—yI— g (r—y .

Werden nun die unabhingigen Zunahmen von a und y beliebig gross geselzl, so
iz s n‘jzx
dx? drdy’ dy* i

seselzt, so begeichnet g.—_-i diejenige Richtung der cylindrischen Fliche, in welcher

findet man die Grissen der zweiten Dilferenzialien + Wird de=dy—p

ihre tangirende Fliche erster Ordnung mit ihr selbst zusammenfallt (wie oben ge-
funden wurde); es ist daher d'z=0, d*z=—0. Und in der That sind fiir die Werlhe
do=p, dy=p:|
d’ﬁ-—g—m d’ﬁf-%gp, Po=— ép,
also
d'z—=d" ;.—I—E«fFu—}-Ed"’z_D

Ty ¥?

Aber fiir alle anderen Werthe von }:, z. B. doe—p, dy=—2p, folgi:

2

2 4 8
t'rﬂ"—_«:_}.ﬁ": ‘Fz‘; P if";ul:_‘g'.ﬂa
also
d‘lz:—g- i

Es kimnen daher die partiellen, wie die totalen Differenziulien ihrer Grisse und
Lage nach berechnet werden, sowie sic auch mit Hilfe ihrer tangirenden Flichen
erster und zweiler Ordnung ihrer Grisse und Lage nach construirt werden konnen.

Greometrische Ableitung der Gleichungen der cylindrischen Flichen,

Die Bedingungsgleichungen der cylindrischen Flichen kinnen auch unmiltelbar
‘durch geomeltrische Betrachtungen gefunden werden.

Eine cylindrische Fliche entsteht némlich, wenn durch alle Punkte einer Curve
(Leitungscurve) gerade und unter sich parallele Linicn gelegt, und durch eine einzige
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Fliche wverbunden werden. — Wird durch den An-

y /r-'f fungspunkt der Coordinaten. @, die Linie OP pa-

P 3 J'_....# /E, ) rallel mit allen Linien der cylindrischen Flichen gelegt,

j_fl,l'_' ,"_: :'__{! Loy so machen alle Durchschnitislinien der cylindrischen

PR A \ Flichen dieselben Winkel mit den Coordinaten, wie die

P f" , .’? "-1I 1'5 A Linie OP. Sind OF unil 0P die Projectionen von QP

R~ A R 4 uul die Ebene XY und XZ, so ist die Linie OP
s / JrJ 1 \, durch die beiden Gleichungen bestimmi:

i 6T Tl I . Ist nnn RS eine gerade Linie der cylindrischen

,-". ; | / | g Fliche, und sind R'S und RB”S* ihre Projectionen

w S S: p P; X aul die Ebenen XY und XZ, so ist fir diesc Linie
' die Linie be gleich y. und die Linic cn gleich sz,
wenn Oc gleich & genommen wird.  Es ist duher be=ac-tab, en—cm-mn, oder
y=—crtal, z=fr-+mn, fur alle Punkte dieser Durchschniltslinie RS. Fir diese Linie
sind daher ab und mn constant. oder ab—q.amn.

Diess wilt aber nur fir alle Punkte dieser Linie der cylindrischen Fliche, nicht
aber liir die dbrigen Linien, z B. gy fiir diese bleiben wohl & und ¢ dieselben Co-
efficienten, aber a't’ und m‘n’. d. h. die Enlfernungen ibrer Projeclionen von den
Projectionen 0P und 0P, sind fiir die verschiedenen Linien verschieden. — Diess
gilt fiir jede andere mit Q8 parzllele Linie der cylindrischen Fliche und die Linien
Cabgn), (' an'n’), (a”b".m"n") ete haben zwar unler sich cinen bestimmten Quo-
al a'l’
mn~ U i

tienten, der fir olle Punkte der jedesmaligen Linie constant ist: :

tionen von einander sein, die durch die Gleichung ‘der ‘cylindrischen Fliche gegeben

i id
ab —q'* ete. ete.; aber diese Quolicnlen ¢. ¢/, ¢ ele. missen selbst irgend Func-

sein ‘miissen.
Da ab=K0Q, mn=—0C0 und KO und CO die Coordinaten eines Punkles 31 der

Durchschnittscurve KM sind, in der die cylindrische Fliche die Fbene YZ durch-
schneidet, so werden die zusammengehiirigen Werthe von KO und €0 (von ab und
min) durch eine Curve dargestelll, und die Coordinaten-Gleichung dicser Curve driickt
die Operationen aus, die mit den Werthen KO und C0 vorgenommen werden miissen,
damit sie einander gleich werden (z. U. y'=ax, y'=—wxr—a* etc.). Darum kann ganz
allgemein gesagl werden: eine Operation, die mit ba vorgenommen wird, macht diese
gleich der Linie man, wenn mit ihr chenfalls eine Operation vorgenommen wird, oder
glab)=fTinn), und diese Gleichung verbindet alle einzelnen Werthe von ¢. ¢, ¢ ele.

Da nun y—ex-tab, r=fFr+4+mn, ab—y—ax, mu—3—3>3y und glal)=flmn)
ist, so folgt, dass auch ¢(y—er)=((x—73r) sein misse.

Diess ist die von Differenzialien freie Bedingungs-Gleichung jeder cylindrischen
Fliche. Ist daher die Gleichung irgend einer Fliche gegeben, so ist sie nur dann
cylindrisch, wenn sie die Dedingung erfullt, dass ¢(y—axrj=fi(z—7Fx) gesctat wer-

den kanno.
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Zysatz. Sind in der Bedingungsgleichung ¢(y—ex)—=f(z—gFx) die Constanten
e und @ einzeln gleich Null, steht also die erzeugende gerade Linie senkrecht auf
der Ebene Y, so drickt die Gleichung gy—fz die Coordinatengleichung einer Curve
aus, dic in der Ebene YZ liegt. und durch deren Punkte sich die charakieristische
Linie fortbewegt, und so die cylindrische Fliche erzeugt.

Diese Ableitung der Bedingungsgleichung der cylindrischen Flichen ist rein geo-
melrisch und aus den elementaren Eigenschaften dieser Flichen selbst entnommen. Alle
geraden Linien sind unter sich parallel; dic einzelnen Projectionen sind mit den Pro-
jectionen der Linie OF parallel. Die einzelnen Projectionen sind aber verschieden
weit von den Linien @P/ und OPY entfernt; ihre jedesmaligen Entfernungen miissen
daher durch Operationen (Gleichungen) aof einander reducirt werden kinnen, und
diese Gleichungen miissen aus den Gleichungen der gegebenen Flichen ableitbar sein.

Zusatz. Aus der ersten Bedingungsgleichung: ¢(y-—ax)—f{z—>bx) kann durch
Differenzirung die zweite Bedingungsgleichung abgeleitet werden. Wird nimlich 2.B. »
als Function von i und = genommen, so ist:

ool e D= ol 0]

und da i und % von einander unabhiingig sind, so zerlegt sich diese Gleichung in
folgende zwei Gleichungrn
— flz—bady—ar (_d))
\dy “digly—arDd(z—hx |
_ﬂd.'r: d(fTz—bar]).d(y— ax}( — dz
dz ™ digly—ar]d(z—bx)

Wird der Faclor rechts des Gleichheitszeichens eliminirt, so folgt:

i __a!-'lf i i"ﬂ
el ld=
dar| dz’
b‘&i& =l
oder:
dx dx
1~ '_"!'LE —0.

Werden statt o und = je zwei andere Coordinaten als die unabhiingigen Verin-
derlichen genommen, so entstehen zwei ganz analoge Bedingungsgleichungen.

Endlich wird durch m}cllmalicrﬂ Diﬂ'ercnzirung die dritte Bedingungsgleichung:

I d'x d.'*ml
uldydz[ d.ydz |+ dyﬁfl
oder :
dx * 'dx d‘.-:c|
dydz |~ |dytl|dz

und g constant gefunden, wofiic auch die zwei Gleichungen:



34
'z b d*z  \d'x a| d*x
ldy = aldzdy i blasdy

gesetzt werden kinnen.

Umgekehrt wird auch aus der Bedingungsglnichung:

dx |? d“:cl |dy|
i W =t
dydz| p:téa:

durch Integration die Bedingungsglemhung mit partlellen Diferenzialien erster Ordnung,
und durch neue Integration die von Differenzialien freie Bedingungsgleichung der cy-
lindrischen Flichen gefunden. Diese Integrationen unterliegen keiner weiteren Schwie-
righeit.

Denn es folgt z. B, aus den Gleichungen:

dadiz
' dl"’ dy |d.rdy] c
'drdy rd.rh d&: |§1§|
iyl
- |d:z___ dz,
das Id.l-'dy‘ Ln‘ b ' | CE|
Und daraus folgt, dass:
ldz|  Jdz
= dyl"i-A (L)
T s 2o
sei. Ferner findet man aus der Gleichung: d.‘i;zyl lj‘:l Jd . wenn man mit:
\,d“u
tf;mfyl L L' dividirt :
I diﬂ‘_"l rﬁ;..: ) ) dz |
dedy [ Od? ™5 |—o +B. k)

1) Die Gleichungen f_'[} und (IL) stimmeu vollkommen mit einander. und mit den
i

Gleichungen: 1—a dy ‘:I’J ete, ete. iberein.

|-::t‘..
Aus der Verbindung der beiden Glniclmngew

dldz|—-ﬂd

dyl (_Jd r
iz, dz! . . , . .

d und [d’ i Functionen von einander sind. Denn in den ersten Opera-
tionen der Differenzirung wird hewmsm dass, wenn w—fe isl, auch d{w}—f’a die)

e

folgt, dass

sei, und dass umgekehrt die Gleichung gelte : ti{aj:—ad(m], oder dass allgemein die
(] il

Gleichungen gelten: d{m)=f,ed(z) unrd ti{a):r—z?i‘(w), .
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Sind aber | d'.r' und [ d' l Funclionen von einander, so sind auch T%E und E

Functionen von einander, oder es findet die Gleichung slatt: ?‘2_3[;(1_3 , wel-

ches die von Differenzialien freic Bedingungsgleichung der cylindrischen Flichen ist.

V.
Ueber die conischen Flachen.

Ist in den beiden Gleichungen der developpablen Flichen:

].E’.’z!
dy__ldedy | &3 P |dz] d
dx ]d_*_z_l_ * ddy | o \dy!
dy|
K |
die Grisse :%E, oder gg eine conslanle Grisse, so ist die ontersuchte Fliche eine
dy’

cylindrisehe; ist dieser Ausdruck aber eine verinderliche Grisse, so ist die Fliche
conisch, wenn noch eine fernere (sogleich zu bestimmende) Bedingungscleichung statt-

L diz |
lindet,  Denn ist: |¥:§iil_ i‘l{—ﬂ, worin # eine beliebige Funclion der verinder-
as
lichen Grissen &, §, 2 ausdricken kann, so folgt, dass ‘ ded r.f ll_. i;*l’ und aus der
. Ldiz F d'zl | dz | dz'
Gleichung : L:er =| 2l dy folgt, dass ddy “u rf.ru

. . . oozl |dz: P dz | 1 d's
Aus der Verbindung der beiden Gleichungen: |22 dcdy = o |¢i.1ﬁy'|_u!dy“l
lelz] |dz . . . .
weht hervor, dass r | und |o=| gegenseitig Funclionen von einander seien.
diy dx
dzi
dy!’

: und aups den friheren (hei den

Denn die Gleichung J%I:uif ist mit folgender identisch: dJ I'—t&d|

d‘;; 1 d
dedy” H.d.-r; due|’

cylindrischen Flichen angefithrien) Gleichungen: w—fe, d(w}—-_f"ad[u] d(w]—-F )

folgl, dass: Eglmtﬁl, oder dass die beiden partiellen Diferenzislien Funclionen

and | d‘""[__—di

| ist identisch mit:

von einander seien.
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|

Aus den Gleichungen: d}--—' dz , ond n—-.:—‘fﬁ folgt fermer, wenn die

dx

willkiirlichen Zunahmen dy und dx glemh n—1, £—x gesetzt werden (worin » und
£ die Coordinaten (er geraden Linie ausdricken, in welcher die developpable Fliche
geschnitten wird): ' :

dld.r: (J‘-‘-"J:)d

)
Eiﬁi?fé;")l +f dul( = )+ =
S (D
G—o| i Ho—w| i =—s+,

fir x===%, y=y wird C=z=_, und es gilt die GIemhung'
ﬂ—-.vJ_l M_|—f—{r J)| |'—“ —z

Dieses ist aber dic Gleichung der tangirenden Ebene zu cinem Punkte der ge-
gebenen Fliche. Ist mun (was ein besonderer Fall der vorhergehenden allgemeinen
Gleichung ist) diese Gleichung noch gillig, wenn £, #, { mit einander constant ge-
nommen und mit £, ', £ bezeichnet werden, so gehen durch den Punct: &, ', £
alle tangirenden Ebenen der Fliche. Und diess ist die eigenthiimliche Gleichung der conischen
Flichen, Denn jede Fliche, welche die Eigenschaft hat, dass alle ibre tangirenden Ebenen
durch einen einzigen Punkl gehen, ist cine condsche Fliche, und dieser Punkt (27.04,2°
ist der Scheilel des Kegels, Jede Fliche ist daler eine conische Fliche, wenn smh
drei constante Grossen £, ##, [, so wilhlen lassen, dass dic Gleichung:

||+ = =

-_n_"

e

erfillt wird.

In dieser Ableilung der Eigenschaften der conischen Flichen haben wir zugleich
die Bedingungsgleichung mit partiellen Diflerenzialien erster Ordnung gefunden:

{5*—.‘.-: dz r,* y“
F—aax| T &—" dyl™
Sind nun J d.:t:‘ und ‘ d’ I Funclionen von einander (wie bereits bewiesan ist). so

folgt, dass auch§ d und ;", ¥ Functiouen von einander scien, oder dass die
Gleichung slunl‘ndu.

el o
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welches die von partiellen Differensialien freie Bedingungsgleichung der conischen
Fliche ist. Wenn sich daher in der Gleichung einer gegebenen Fliche drei Con-
stanten £, #', L’ so wihlen lassen, dass die Gleichung :

=y Nia 5
Y Y i
q(,;.r,__z _-".(I;J_z}
stattfindel, so gehort die Gleichung einer conischen Fliche an.

Bei den Untersuchungen tber die conischen Flichen sind allgemein folgende
Fragen zu erdrtern:

1) Nach welchen Criterien findet man, dass cine gegebene Fliche cine Kegel-
fliiche sei?

2) Wie wird der Scheitel eines Kegels beslimmt, wenn die Gleichung der Kegel-
tliche gegeben ist?

3 Wie wird die Lage der geraden Linien bestimmt, in welchen die Kegelfliche
geschnillen wird ?

4) Wic wird die Leitungscurve des Kegels bestimml?

3) Wenn der Scheitel und die Leitungscurve des Kegels gegeben sind, wie wird
die Kegellliche selbst bestimmt?

1. Criterien der Negelflichen.

Wir haben fir die conischen Flichen die bekannten Bedingungsgleichungen ge-
funden:

— 3| iy
=gl +or—| g =
uind
?‘—y r..ul'_ln
"r(l:, ‘—z
worin &, % C' die Coordinalen des SE]IE[IPJE sind.
Yiel einfacherc und leichiere Criterien gewahmn jedoch die Gleichungen:

d*z \
dody_ - ldwdy|_1
P G

worin u irgend eine beliehige Function der verinderlichen Grissen x, y, 2 ausdricki.
— So oft diese Gleichungen mit einander stattfinden, ist die Fliche eine conische
Flache.

2. Bestimmung des Scheitels eines Kegels.

Die Coordinaten des Scheilels eines Kegels konnen nach jeder der oben ent-
wickelten Reihen der Bedingungsgleichungen gelunden werden. Folgendes Verfahren
halten wir aber fir das leichtesle und einfachste,
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l}a fiir den Scheilel des Kegels die tangirende Ebene unbestimmt bleibt, also

dy_. » ist, 5o miissen [olgende Gleichungen stattfinden:

i 'J
Lz J oz ‘
dwdyl_ o liray_1_o
1_ 0’ Ed_’-‘z’ T
l'.!yl. 1 e

also:
| d'z d's|
\dwdy = m.ryzf_“ ="

Aus diesen drei Gleichungen kinnen die drei Coordinaten des Scheilels &, #*,
leicht bestimmt werden. .

A4, Bestimmung der geraden Linien, in welchen die Kegelfldchen geschnitien werden.

Man findet J—-—-u. Auf dieselbe Art findet man %:—m. Daraus werden ie

Gleichungen ahgﬂlﬂllet:

(—yl=—u(E—ux), ({—2)=—u(f—r),
wodurch die Lage jeder geraden Linie im Punkle .py.z der gegebenen Fliche be-
slimmt isl.

4. Bestimmung der Leitungsewrce einer Kegelfliaehe.

Es kinnen unendlich viele Leitungscurven einer Kegellliche aufgestelll werden,
je nachdem die Kegelfliche von ciner Ebene oder von einer andern Fliche in belie-
biger Richtung durchschnitten wird., Die Verbindung der Kegelfliche und der durch-
schneidenden Ebene oder Fliche bestimmen die Gleichungen der Leitungscurve. Am
Einfachsten ist es, die Kegelfliiche durch Ebenen zu dorchschuneiden, die mit den Co-
ordinatenebenen parallel sind.  Dadurch erhilt man die Leitungscurven in den Coordi-
nalenebenen, indem man », oder ¥, oder = gleich beliebizen Constanten selzt, und
ie einzigen Werthe ausschliesst, die mit den Coordinaten des Scheitels zusammen-
fallen. Denn die Leitungscurve im Scheitel ist gleich Null, also unbestimmt.

3. Bestimmung der Kegelfliche aus dem Scheitel und der Leitungseurve.

Piese Aufgabe wird sus der Eigenschalt der conischen Flichen gelist, nach
weleher alle geraden Linien, die durch den Scheitel gezogen werden, auf der Kegel-
fliche liegen, also die Leitungscurve treffen.

Sind die Gleichungen der Leitungscurve :
F{wﬂy“&ﬂ#[’, ﬁﬁ"sﬂ‘ﬁ‘)‘—‘-—“ﬂ*
die Coordinaten des Scheitels, £,%*,L%, und die Coordinaten irgend eines Punktes der Kegel-
fliche (x.y.z) gegeben, so sind die Gleichungen der geraden Linie, die durch den Scheitel,
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einen Punkt der Leilungscurve (x'y’,2‘) und einen Puonkt der Kegelfliche Cxy.20
gezogen wird :

f“EJ T8 und !.i'"—f.j"_y_-“??'_

N_n'-F z_b zl .{_n

Diese beiden Gleichungen mit den Gleichungen der Leitungseurve F(a,y/,z=0

und [T’ y',z)=0 wverbunden, geben vier Gleichungen, durch welche die Grossen
x', ¥, 2’ eliminirt werden konnen. Dadurch erhdlt man eine neue Gleichung
zwischen den Coordinaten der Kegelfliche und des Scheitels, die fir alle ge-
raden Linien in der Kegellliche gilt, und alle Punkte der Kegelfliche selbst be-

4 PP
stiminl,  Diegse Endgleichung st eine Function von ::SJ und g:?f. die auch in

folmender Form dargestelll werden kann :

:.r:-‘-‘-‘) Y= )
7 =)=

welches die von Differenzialien freie Bedingungsgleichung der conischen Flichen ist.

Beispiele su den conischen Flachen.

Beispiel 1. Es sei die Fliche von der Gleichung gegeben:
Sy —2"—54ar —T2ay-+12az+-189a—=u.

Es ist
o —ARr—54a, *ih—‘—fsy—-na, = 12a—2s.
d'u d'u d'u
—'lE dy —I18, {Etrr—ﬂ, d;n—dy:_:ﬂ ele,
also:
elee| e
ffz dxl_9r—27a dxv _ldy|__9y—36a
‘du z—ba ’ dy 'du z—ba
\dz
d'z_ 9([z—6al—Nx—al) 'z 90 z—6al'—9[y—4al)
de* (z—-ﬁa]* ’ dy (z—6a)* :
d'z _ 9.9(r—da)(y—4a)
d:cdy (z—6a)? ’
"lhm isl
|¢_.=:z|d*z 94(r—3a) [y—‘ia)‘-ﬂ"{[z—-ﬁa]”—ﬁ[a:—h]‘[z—ﬁa]? —9y—4a])
|d.1:tfy i—— da?dy’| (z—6a)? :

Soll dieser Ausdruck gleich Null sein, so muss die Gleichung
81(x—3a)' (y—ia)'=(z—ba)'—Ix—3a) (z—b6a)—Iy—a )
stattlinden,
Nun folgt aus der gegebenen Gleichung der Fliche, dass
(z—6a)" =9(r—3a)’+9y—ia)™.
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Es 15t daher
Slxr—3a) (y—aa)=Ny—4a)9x—3a)",
alsv obiger Ausdruck:

s ‘ L -‘PZ|
drdy | 'dx® |dy®|
gleich Null
'3 _d's
Daraus folgt, dass die Fliche developpabel sei. Und dadie Ausdriicke : '”E’i und Td*—fg
E‘ dy®

Functionen erster Ordoung cerdnderlicher Grissen sind, so folgl. dass die Fliche
selbst eine conische sei. Es ist niimlich:

iz 'z

daxdy J r—3a d.ﬁdy_gﬂﬂ

ds T y— —4a’ “dz  x—3a’

b dy
i’z d'z

Lugleich sind die Ausdricke: .-f.rdy —dgti— cinander gleich, welches die Be-
= dzdy

dingungsgleichung der developpablen Flichen ist.
Zur Bestimmung des Scheitels des Hcgels dienen die Gleichungen:

4z, 4=, 45 _

dr™ ! dy ? dedy”
woraus die Werthe folgen: xr—=£{'=—3a, y—y'—4a, z=""—ba.
Die andern Bedingungsgleichungen der Kegelﬂa‘iche sind :

o
Y §'—x) zr-f-f / —y)@-—ﬁ’—"
Qur—27a [—Sﬁu )
Ba—a)- 3 —fa TS5, —B0—=:
oder :

8x—3a)* 4N y—4da)'=(5—6a)?,
eine Gleichung, die ebenfalls mit der gegebenen Gleichung iibereinstimmt,

2) Die von Differenzialien freie Bﬂdingungsgleichung der conischen Fliche ist:
y—7
.Tf—ﬁ")— ( - E’
z—ba
f(.’f:—ﬁa) x—3¢

eine Gleichung, die ebenfalls stattﬁndeﬂ da

y—da~? s—Ban?,
(: +L.-9 7—3a ist.

oder :
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Um cine Leitungscurve des Kegels zu bestimmen, durchschneidet man eine Axe,
z. B. Z, durch eine aufl sie senkrechte Ebene, indem man in der Gleichung 2=z,
gleich einer Constante setzl. Daraus folgt:

9" -9y —54r—T72y—2 12024 189a°=0.
Da die Coefficienten von &* und 3’ gleich sind, so folgt, dass die Durchschnittscurve
jederzeit ein Kreis ist. Die Kegelfliche wird also durch Ebenen, die mit XY parallel
sind, in Kreisen geschnitten. — Da obige Gleichung auch in:
(5'—6a)*==9(r—3ay'+-9(y—4da)’

zerlegt werden kann, so folgt, dass fir alle Durchschnittskreise der Kegelfliche die
Werthe, »—3a, y—4a auch, (z—06a) gleich Null machen. Es ist daher der Radius

L—
cines jeden Kreises zTﬁ“, und die Mittelpunkte aller Kreise liegen in einer und der-

selben, auf XY senkrechten geraden Linie. Der Kegel ist also ein gewdhnlicher senk-
rechter Kegel. — Die Durchschnitte der Kegelfliche mit Ebenen, die mit XZ und
YZ parallel sind, geben Hyperbeln als Leitungscurven der Kegelfliche.

Bestimmung der Fliche, welche die gegebene Fliche in sweiter Ordnung tangirt.

Die Gleichung der tangirenden Fliche zweiler Ordnung ist:
w'=a+fur' -y o’ ey iy

st 2 9(z—6ay'—9(x—3a)_S1(y—4a)’
T 2dxt 2(z—ba)® T RAr—6a)* 7

gl dox_ 81 (x—3a)®

T 2dy" 2(z—ba)®
y— d'z _ Sliw—3al(y—4da)
Tdedy (z—6a)®

. 5. W.

Werden diese Werthe substiluirt, so erhilt man die Gleichung der tangirenden

Fliche:
&1 Qy-—da]’ Si{;r—?:a}(y—da] 81— 3ap
i [ .. S— oM TN T L [T
AR T e T 6w Y Gt U
Die tangirende Fliche zweiter Ordnung ist also fir den Kegel nicht eine conische,

sondern eine cylindrische Fliche, da

L

de'dy’  y—da_
d*zi T (x—3a)
E‘:

cine constante Grisse ist. Die Coefficienten & und o dricken nimlich die Coordinaten
der gegebenen Kegellliiche fir denjenigen Punkl aus, fir welchen die tangirende Fliche
zweiter Ordnung gesucht wird.

Die Coordinaten z’, x', y* sind die verinderlichen Coordinalen der langirenden
cylindrischen Fliache zweiter Ordnung . die Coordinaten x, g, = sind die Coordinaten

1
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der gegebenen Kegelfliche, und sie sind fiir jeden bestimmten Punkt dieser Eliche,
fir welche die tangirende Fliche zweiter Ordnung gesucht wird, constant. Fir den
Scheitel des Kegels wird =/ unbeslimmt.  Fir diesen giebt es also ebensowenig eine
bestimmie tangirende Fliche zweiter Ordnung (die dberdiess nothwendig in eine Ebene
ilberginge). als es fir ihn eine bestimmie langirende Fliche erster Ordnung (Ebene)
mieblk

Beispiel. 2. Es sei die Gleichung der Flache gegeben:

F*—xy=0,
Diese Gleichung kann in folgende umgedndert werden:

2 e [

Sie entspricht der von Differenzialien freien Bedingungsgleichung der conischen

Flichen:
I._f.f J_._.,;J
pra— ) (z— E‘)
fur &'=0, #»'=0, '=0.

Sie ist daher eine Kegelfliche, deren Scheitel im Anfangspunkte der Coordinaten
liegt.

Wird die gegebene Fliche nach der Bedingungsgleichung mit partiellen Differen-
zialien erster Ordnung untersucht, so muss z. B. die Gleichung stattfinden:

[z—:;}*{x—gﬁi%‘b{i qf)i;’;i:o.

Ma
dz| f_,ﬂ dz 2{5

el =3 2’ dy 3 g’
50 isl 2
JI
(3—)—(2—E). 1~ y—1D 5 7 =0.

Diese Bedingungsgleichung findet wirklich statt fiir: J'=f'=2'=0. Es ist namlich
32—y —2ry’=0, *=xy"*,
welches die gegebene Gleichung ist
Untersucht man endlich diese Fliche nach der Bedingungsgleichung mit partiellen

Differenzialien zweiter Ordnung, so ist:
1

1ia

!

und die partiellen Differenzialien nach = konnen sogleich direct abgeleitel werden.

Es ist:
] L 2
| 1y '|dz' 2 d’zi= 2y
—3 "‘1_ o ldylT3 L |dx? g 5°
3 el dyl y* a

diz 2 1 'd"zJ
dzdy| 9 % y{;_ dy*

t.p L=
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Daraus folgt, dass

CE ity
dx’

ezt 4 A

d' | daedy 814 2

y Y o

Die Fliche ist also developpabel, und da zugleich die Gleichung stattfindet :

| diz d“"
landy g o
iz = o &3]
|tfy ddy.

s0 ist sie eine conische Fliche, da der Quotient _,!:r eine verinderliche Grisse ist, und

die iibrigen Bedingungsgleichungen statifinden.

Fir ox=0, y=0, z=0 werden die partiellen Differenzialien zweiter Ordnung
von 2 gleich Null, der Scheitel des Kegels liegt daher im Anfangspunkte der Co-
ordinaten.

Die Gleichungen der geraden Linien, in welchen die Kegeliliche geschnitten wird,
sind:

dy_y. Ldz_z —yY_ Y, —=%_3
di—g henso: =5 oder: r x f—x

wodurch fir jeden Punkl x, y, = die Lage der geraden Linie bestimmt ist.

Die Leitungscurven in Ebenen, die mit den Coordinaten-Ebenen parallel sind,
werden:

fir x=a, ay*=z?% welches die Gleichung einer semicubischen Parabel ist;

fir y=—b, b*r—=2*, welches die Gleichung einer cubischen Parabel ist;

endlich fir s—¢, xy*=ec?, die Gleichung einer bekannten Curve des dritlen
Grades.

Die tangirende Fliche zweiter Ordnung ist ohne Schwierigkeit zu bestimmen.

Beispiel 3. Es sei die Schraubenlinie an einem senkrechten Cylinder in den

Gleichungen:
z:-a.r.arc.(tnng.g) y Ayt
gegeben, und es soll durch den Anfangspunkt ihrer Coordinaten eine Kegelfliche con-
slruirt werden, die durch alle Punkle der Schraubenlinie hindorchgeht.
Auflosung. Da die Coordinaten des Scheitels des Kegels
=0, p'=10, Lr=0
sind, so gelten fiir die geraden Linien, die durch den Scheitel des Kegels in der
Kegellliche gezogen werden, folgende Gleichungen:
” ;I-"':Ez‘, ‘y":iz‘.
Ferner sind fiur die Durchschnittspunkte der Kegelfliche und der Schraubenlinie
die gegebenen Gleichungen:

i
z;:d,r.ﬂmtﬂ.ﬂg.i—f y Xyt

h ¥
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Aus diesen vier Gleichungen werden die drei Grissen x’, y’. 2 am einfachsien
durch folgendes Verfahren eliminirt. Es ist:

i
by —:E .. arc.tang. v, ot y"—H a.r.nrn.tang:%;
y_y . . .
und da =" ist, so folgt, dass auch die Gleichung stattfinde:
T x

x y g y
X'——g.rarc.tang. ; yp'="g.rarc.lanc. .
z Epi Y = S

Nun ist:

2 it Tyl
Xy pa=T p [ar{: tang. y:|+y [arc tang. y]
oder: :
z—a)/ x'*—|—y”.am.lan g-: .
welches die Gleichung der gesuchten conischen Fliche ist,

Dass diese Fliche wirklich eine conische Fliche sei, davon kann man sich leicht
durch Differenzirung tiberzeugen.

Es ist: -
dz_ ax g—"— _ay
T lf-v“-f—y*"
d'z ay Y
__._.arc.tan ‘o =
Pz ay*arc tang*i'
dz?
()
e axzarc.!:mg.‘%__
L S E—
¥ (2t
diz aryarc.lang g
drdy 5
e (o -y*)
Daraus folgl. dass:
diz d'z | diz |t
doc®dy* |dxdyl
sei. Ueberdiess ist:
vz ds
dz  dz  «
dedy  dyt

Die Fliche ist also developpabel und zugleich eine Kegelfliche, weil tu:-—-g cine
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veriinderliche Grisse ist, und die ibrigen Bedingungsgleichungen stattfinden. — Die
Coordinaten des Scheitels, fir welche die zweiten Differenzialien von z einzeln gleich
Null werden, sind =0, x—0, woraus auch 3=0 folgt, also £=0, »'=0, {'=0.

Eine Leitungscurve der conischen Fliche ist die gegebene Schraubenlinie selbst.
Die mit den Coordinaten-Ebenen parallelen Leitungscurven sind folgende:

a) parallel mit XY:
zi=—al/ x>y arc.ta ng% ;
Diese Curve ist die hyperbolische Spirale, wie man sich leicht uberzeugt, wenu
man statt der geradlinigen Coordinaten die Polar-Coordinaten durch die Gleichungen:

Y ——
I?-_—ﬂl'ﬁrlang.i . T=V£!‘1‘Ef2

wwdl
substituirt, Denn man erlilt: %:rt:. Diese Curve bewegl sich rolatorisch unendliche-

mal um den Anfangspunkt, d.h. um den Punkt 2 in der Axe Z, ohne ihn je erreichen
zu kinnen. Fir 2'—0 geht diese Spirale selbst in einen Punkt, d. h. in den Scheitel-
punkt des Kegels iber, Die Kegellliche windet sich daher selbst unendlichemal um
die Axe Z, ohne sie zu treffen, ausser im Scheilelpunkl des Kegels, woraus die
Gestall der Kegelfliche vollkommen begriffen werden kann.
b) Der Durchschnitt der Kegelfliche parallel mit XZ giebt die Curve:
———— i
g="ta]/ 4" 42 arc.tan g.%

Diese Carve besteht aus unzihliz vielen getrennlen Curven von denselben Coordinaten-

i
Gleiclungen, da die Function nrc.tang% unzihlig vicle Werthe haben kann. Fiir y'—0.
wenn also die Durchschnittsebene durch die Axe & geht, verwandelt sich die Carve in

s=+gx(arctang.=), s—wr.Cnr), s—ar(Zn-1)m.

Die Curve besteht also aus unzihlig vielen geraden Linien, die sich in dem Punkte
r=—z=0, d. h. im Scheitel des Kegels siimmitlich durchschneiden,

c) Der Durchschnilt der Kegelfliche parallel mit ¥Z giebt ganz ihnliche Corven
von der Gleichung :

_._-_I 2
z=x*|/x" iy arcta ng,i-l -
Fir x'=0 giebt die Gleichung wieder unzihlig viele gerade Linien:
2n—1A 2n-}-1
e[, [ 251],
die sich simmilich im Scheitel des Kegels selbst durchschneiden.

Anmerkung. Die Bedingungsgleichungen der conischen Flichen kinnen auch
unmittelbar durch geometrische Betrachtungen geflunden werden,
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Es sei 0 der Anfangspunkt der Coordinaten, €
der Scheitel der conischen Fliche, CP eine Gerade
in ihr; so ist ihre Projection auf XY¥: Cal”, Wird
durch €' parallel mit KX die Linie €' gezogen,
so ist OK=—y', Cr=—2x', wo &' wnd y' die
Coordinaten des Scheitels C darstellen. Ferner sind
P6 und br, die Coordinaten (y—y) und (r—zx*)
des Punktes P, und es findet die Gleichung stalt :

Pt a'r a'r
E"'fl‘:ﬁ M oder i:?-:: :C"I‘
Auf dieselbe Art findet man in der Ebene XZ:
g aipt

=2 G

Nun sind wieder:

[.x'-—;r
..7_"; ah'rl
r—x' )
und da a’v und a"r’ die Ordinaten g’ und 2’ fir den Anfangspunkt r in der Ebene

YZ sind, so sind sie Functionen von einander; ihre Gleichung ist die Coordinaten-

Gleichung einer Leitungscurve. Es ist daher:
g"'{ﬂ"i'] -"'—‘.-‘tﬂ”i‘"r],

—y’ z—z’
(L )=(=) @
welclies die allgemeine Bedingungsgleichung der conischen Flichen ist, der Anfangs-
punkt der Coordinaten mag wo immer genommen Sein,
Durch partielle Differenzirung erhiilt man ganz auf dieselbe Arl. wie bei cylin-
drischen Flichen:

also auch

o Id'riu o E
(=2 )—Cy—y )| gy —z—=)) 4;]2‘“’ (IL)

worin o/, ¥', &' die Coordinaten des Scheitels der Curve darstellen. -

Ist daher die Gleichung einer Fliche F{x.,y,2)=—0 gegeben. so ist diese Flache
dann eine conische, wenn eine der Gleichungen (1) oder (IL) hergestelll werden
kamm. d. h. wenn sich solche Werthe von x‘, y’, 2' wihlen lassen, die den
obigen Gleichungen entsprechen. Die Operationen ¢ und [ driicken die Operationen der
Coordinaten - Gleichung  der Leitungscurve in der Ebene YZ aus, ganz analog den
Gleichungen der cylindrischen Flichen,

Durch erneute Differenzirung werden dann die Bedingungs-Gleichungen mit par-
tiellen Differenzialien zweiter Ordnung gefunden.
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VI
Ueber die Evolutions - Flichen.

Ervolutions-Flichen nennen wir solche Flichen, in welchen die simmtlichen
Tangenten einer Curve doppelter Krilmmung liegen. Diese Flichen gehiren ebenfalls
zu den geradlinig krummen Flichen, weil sie in geraden Linien (in den Tangenten
der Curve) geschnilten werden Liinnen, '

Wir suchen die drei Bedingungsgleichungen dieser Flichen: die Bedingungs-
gleichung ohne Differenzislien, die mit Differenzialien crster Ordnung, und dic mit
Differenzialien zweiter Ordnung.

Um sogleich die Gleichungen aller geradlinig krummen Flichen abzuleiten, so sei
allgemein eine Fliche gegeben, die in jedem Punkle in einer geraden Linie geschnilten
werden kann, z. B. im Punkte @ in der Linie al. Die Pro= .mrnrcomnpin Z

jection der Linic ak aul dic Ebene XY sei a'b; und ihre ) HW/?
Projection anf die Ebene XZ sei a'’o. Driicken &, 7, { die y LR
Coordinaten dieser geraden Linie, und &, ¥, 2 die Coordi- / ,.1_\ g
naten der gegebenen Fliche im Punkte @ aus, so sind die W
Gleichungen dicser geraden Linie: J‘x“a '
(y—n=m(x—E); E—L)1=n{x—E). o\
Fir jede andere gerade Linie, z. B. Kp, gelten die lllf*'z
Gleichungen: "4 E
(y—n)=m'(x—E£); (z—L0=n'(e—ED; L

und da diese geraden Linien weder parallel sind (wie bei W

cylindrischen Flichen), noch sich in einem gemeinschaftlichen Punkte durchschmeiden
{wie bei conischen Flichen), so zeigt schon der blosse Augenschein, dass: (£,7,0m.n),
(&' L'm'n’) fiir die verschicdenen geraden Linien veriinderliche Grissen seien, die
allgemein von den Coordinuten-Werthen (x.y,3) jedes Punktes der gegebenen Fliche
abhiingen. Ist daher £=—e« eine Function von (r,y,2), so ist 7=—=Fa, {—fa, und es
gelten die Gleichungen:
(y—Fe)=miz—ea); (z—fe)=n{r—e).
. y—F

Da m und » gegenseitig Funclionen von einander sind, so missen auch o

fa

und i—_—ﬂ Functionen von einander sein, und es muss die Gleichung gellen:

oy —Fe "“_p“" A oW

o —

welches die von Differenzialien freie Bedingungsgleichung aller geradlinig krummen
Flichen ist.

- 2) Um die Bedingungsgleichung mit partiellen Differenzialien des ersten Grades
zu finden, bildet man von einer Linie, z. B. ah, in ihren heiden Projectionen a'h und
a'’o folgende Gleichungen:
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dy:de=y—Fur—e; dude—z—fa:r—e,
Gleichungen, die aus den ersten Lehrsitzen der Differenzialien ebener Curven hin-
linglich bekannt sind.

Wird nun z. B. = als Function von & und y gﬂnnmmen so isl:

__Idu |dz] df' ldz!dy
da— |Lr—|— d'J, oder [+|d'_pd.r
Werden dic Werthe [—I-z unil {fﬂ substituirt, so folgl die Gleichung:
dr dr stitmirt, gl di eichung:
z—fa__|dz|  |dz rs—Fay
r—a I+!dy( .x'—-a:) ?

oder :
=Ty | B I
(z fa]_idﬁi(m aj_l_!n'y.[y w), (I.)
welches die zweite Bedingungsgleichung mit partliellen Differenzialien erster Ordnung

fir alle geradlinig krummen Flichen ist,

Die drilte Bedingungsgleichung mit partiellen Differenzialien zweiler Ordnung ist
bereits hekannt:
x| d'z |dy |dz

dy’
ldr? 312 dady |dx |.f_;‘ =0 (L)

Zusatz. Da olle drei Bedingungsgleichungen der geradlinig-krummen Flichen richlig
sinid, 50 miissen sie mit einander ibereinslimmen, Es ist daher zu untersuchen, wie
jede aus jeder andern direct abgeleitet werden kinne.

Geht man von der zweiten Gleichung aus:

(z—f a):ijii[m—-—u}+‘j§!{x—ﬁ ‘),

und eliminirt man aus ihr ein partielles Differenzial, z. B. [j-—;‘j vermige der Gleichung
dw_dv_jzde
dy dy |dxldy

so geht die Gleichung hervor:

o g
() W aa () ©)

e
Nun ist:
dz—(;EE,au)dy:(y—FaJd( = ﬁ?)—([y_ ¢ JdFa—df)=4—.
Ebenso ist:

—& | yer ST Y
dz— F—F )dy—{y Fa}d([ TﬂJdFa—da —B—N.
Es ist also aus der Glenchung (oK

M:I et B-—|dz| V.
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Diese Gleichung zerlegl sich in die beiden Gleichungen:
A=%lp ay; m=|=v.

—E)=zl )

und (;:L,E) Functionen von einander sein

Denn die Gleichung (1) gu:hl

eine Differenzial-Gleichung, in der Id'_::'
- miissen, wenn diese Gleichung miglich sein soll.

Ebenso giebt Gleichung (I1.), wenn da, dfa, dF'a in einer und derselben Durch-

schnittslinie der geradlinig krummen Fliche genommen werden. wo also - und

dFa

¢ constante Grissen, # und »' sind, die Gleichung :

LL
dFa
afu)
(—F) ‘dxr( J—Eﬂ—] J
Wird diese Gleichung in Beziehung auf @, fu, Fe, differenzirt, so folgt:

z—fec) E:J .:nr-—.z)1

welche mit der Gleichung (L) vollkommen dbereinslimmt. Das Integral dieser Glei-
chung ist, wenn die Constanten mit in die Function genommen werden:

i 3 W G
m(y-—ff“a)_w(y-— e 1
cine Gleichung, die mit der gefundenen ersten Bedingungsgleichung vollkommen iber-
cinslimmt,

Differenzirt man aber die zweite Bedingungsgleichung, und nimmt man wieder
aus denselben Grinden de, dfe, dFuw als constante Grissen, so isl:

d[z—fu}—d({a:-ﬂ}‘ d_ﬂr+(y—1ﬁ*a3!jj

d"f )+Lf dy+y— Fh]( d.rrfyf |§;Hy )

dz:ld”‘d:r—i—(:r u}( e

Da nun
. E'ZJ o, |d= r—a __dir
=[G w0 S~y
ist, so folgt, dass
‘dnzub;z_Lz' ]d.rdy+| dy}_ldy =0 (IIL)
sei, welches die dritte Bedmgungsglemhung der windschiefen Flichen isl

Aus dieser Ableitung geht hervor, dass die drei Gleichungen (I, 1. I} fir alle
geradlinig krummen Flichen gelten, wie sie auch in dieser Allgemeinheit entwickell
worden sind. — Es entsteht nun die Frage, worin sich die vier Arten der geradlinig
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krummen Flichen, die cylindrischen, conischen, evolutorischen und windschiefen Fli-
chen unterscheiden. Die cylindrischen, conischen und - evolutorischen Flichen haben
die dritte Bedingungsgleichung gemeinschafilich, aber sie unterscheiden sich in den
beiden ersten Pedingungsgleichungen; denn diese Gleichungen sind fur die cylindri-
schen und conischen Flichen blosse besondere Fille der allgemeinen Gleichungen der
evolutorischen Flichen. So ist z. B. in der ersten Bedingungsgleichung der evoluto-
rischen Flichen:

fir eylindrische Flichen:
Foe=m—y, foe=ay, c=hy.

(=25

welches die erste Bedingungsgleichung der eylindrischen Flichen ist.
Fiir conische Flichen ist:

also:

fe—=¢, Fae=b, a—a,
welches die drei constanten Coordinaten der Spitze des Kegels sind. und die Gleichuny

geht in folgende iiber:
y—h)—p(j-—::);

wie bereils fir conische Flichen gefunden worden ist, ete. ete _

Dagegen haben die evolutorischen Flichen mit den windschiefen Flichen die
ersten zwei Bedingungseleichungen gemeinschafllich, unterscheiden sich aber in der
dritten Bedingungsgleichung von ihnen, indem fir die evolutorischen Flichen die
Gleichungen:

ds| | ) dz |dy Idz‘ Pyt |d's d
il T2 dzdy e ldyld " " grdy !dxﬂ ldy%
fitr die windschlei'en Fliinhen aber die Gleichungzen:
dy dz@_
|+2Lh:dy dr Tldyidr d..r:dy

stattfinden, in denen sie sich hinlinglich von einander nnlcrscheulen.

Zusatz. Fir die evolatorischen Flichen hat also gg in der Gleichung (L) nur
efiten. Werth, da

dz |* |d'z] 'd’*zk
d;xdy ~ldr dy
ist; fiir die windschiefen Flichen hat aber :}% zwei reelle Werthe, da
| dz |1 ld'z d_r-{
idxdy |~ ldx® ldy®|
und
| d°z ‘ r ld‘z d'z
dy__dzdy|, |/ |a ‘ ’
de  ldz] — 'd*z

e dy?
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ist. Die evolutorischen Flichen kinnen also von einer tamgirenden Ebene nur in einer

Richiung g, und die windschicfen Flichen kinnen von dieser Ebene in zwei Rich-

tlungen durchschnilten werden.

Lehrsatz, Jede Fliche, in welcher die simmtlichen Tangenten einer Curve
doppelter Krimmung liegen, ist eine evoluforische Fliche, und fir sie gellen die drei
oben uufgestellten Bedingungsgleichungen.

Beweis. Die zwei Gleichungen einer Curve doppelter Krimmung Linnen immer
aul die Gleichungen zweier Projectionen zurtickgefihrt gedacht werden, z, B, y=F'r,
s=fx. Die beiden Gleichungen ihrer Tangenten sind dann, wie bekannl:

dz’ dy’
(z-uz‘):{:c-—.t:‘]&x, 3 Ey‘_y:]:{x'_mf-]d.:{d

Subslituirt man nun in der partiellﬂl Differenzial-Gleichung :
]d..,"| dz’|dy’
d;i‘:'rl tfﬂi d‘w.r
die Werlthe:
dz'  z—z' dy' y—y'
de'™ o—x'" dr" r—'’

so folgt:
z—z2 _(:c-ua:':a‘ e -[—Hy y‘)‘ |

Setzt man x'=e als verdnderlich, so ist y'=F% und z'—fe, und obige Gleichung
geht in folgende dber:

-

s—f a—"(m—a)[ I—I—-{ y—Fa

y"

welches die zweite Bedingungsgleichung der evolulorischen Flichen ist. Aus dieser
ergeben sich dann die erste und die dritte Bedingungsgleichung von selbst. Und dass
auch iberdiess:

r ld* zl 'z
dedy | \da?| dy|
sei. geht daraus hervor, dass dy und dz in den Formeln:
. g . dr I
| d'z ‘ aiz|
dy__ldwdy) l/dxdy: dxl
dxr— |l'f¢‘ - d*zl
Ly diy”|
nur einen einzigen Werth haben kinnen, weil die Tangenten jeder Eum. nur eine

d z , s0 wilrden

einzige bestimmic Lage haben. Wire nun ‘ ¥ d.r, nicht g]ewh

zwei verschiedene Werthe fir g‘% hervorgehen, was unmoglich ist.
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Lelrsafz.  Es gilt auch der umgekehrie Satlz. dass jede Fliche, fiur welche die
drei oben aufgestellten Bedingungsgleichungen gelien, eine solche Fliche sei, in wel-
cher die Tangenlen eciner Curve doppelter Kriammung liegen. (Ausgeschlossen sind
davon die cylindrischen und conischen Flichen, in welchen e, fo, Fa eniweder con-
stante oder veriinderliche Grossen in der ersten Potenz sind.)

Beweis. Gehen wir von der dritten Bedingungsgleichung aus. so folgt aus:

d*z J d*z| |d'z
Idde “lldy?|
durch Integration (pag. 36):
|z N
(x— I]|f£r+{ Jlld,—-ﬁ

Wird stall des particllen Differenzials lg—

ldz!|__dz'  |dz'|dy’
dx' dx" \dy’ d'.r,"’

so zerlegt sich obige Gleichung in:
I

[.t—.:l:"]g-f—: —z—=z' und (. p—— Ji{i::y—y '\

und diese beiden Gleichungen bestimmen die Tangenten einer Curve doppelter Krim-
mung im Punkte x4’z

Jede Fliiche, fir welche dic drille Bedingungsgleichung gilt, ist daher eine Fliche,
in der simmtliche Tangenten einer Curve liegen, d. h. sie isl eine evolulorische Fliche.
Die cylindrischen und conischen Flichen erscheinen demnach bloss als singuldre Fille
der allgemeinen evolulorischen Flichen.

Definition. Die Curve doppelter Krimmung, deren Tangenten simmtlich in einer
(gegebenen) evolutorischenFliche licgen, wird die Wendungsewrre dieser Fliche genannt.

Aufyabe. Wenn eine evolutorische Fliche gegeben isly so soll ilire Wendungs-
Curve gelunden werden,

Auflisung. Da die geraden Linien der evolutorischen Fliche zugleich Tangenten
dy dz
dr’ dr’
geraden Linien der Fliche Destimmen, zugleich solche Werthe, welche dic Tangenten
der Wendungscurve bestimmen, die also auch der Wendungscurve angehiren. Man
bestimmt daher nach den obigen Formeln:

in jedem Punkte der Wendungscurve sind, so sind die Werthe welche die

dxl o dy) :
ds__ :d:.!:tjfy!_q] id.rdz:_”
dy dzm 1 dy
Y T | Tﬁ]

Integrirt man die Gleichungen Et:g:% fl_i:w’ so erhilt wan die Gleichungen

zweicr Flichen, deren Durchschnilte die gesuchte Wendungseurve der evolutorischen
Fliiche geben,

Zusatz. Die beiden Dilferenzial-Gleichungen: di_—-_-.p, j;:m,kﬁnnenauch in eine
Gleichung vereinigt werden : Y(dx,dy,dz,x,y,%,C)=0, deren Integral die Gleichung ciner

.
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Fliche giebt. dic in Verbindung mil der gegebenen Fliche dic gesuchte Wendungs-
curve bestimml,
Aufgebe. 1st cine Curve (Wendungscurve) gegeben, so soll die Gleichung ihrer
evolutorischen Fliche gefunden werden
Aujlisung. Es seien die Gleichungen der Wendungscurve gegeben:
_ fle'y' 20=0; F(z'y,z)=0:
so sind die Gleichungen ihrer Tangenlen:
.;_gl—{x_mﬂ)d‘._"{ s (’ L — "_tlti:
= e’ Y I=(x r}d'..r'”
Da die Tangenten der Wendungscurve zugleich in der evolulorischen Fliche
de'_ds - dy'_dy
dr'™ dx’ de' dx’
Bestimmt man also aus den beiden Gleichungen: ety 20=0, F(x'y',z)=0
z. B. 2/ und y' als Functionen von x', s'=—gx’, y'=wa’', und setzt man x'=«, so
sind die Gleichungen der Tangenten:

liegen, so sind:

f=—fPa}=[$—HJjTi; fy'—lﬁlﬂ]zf;r—-ajg—ﬁ.

Eliminirt man aus diesen beiden Gleichungen die Grisse @, so erhilt man eine
von den einzelnen Werthen von e, qe, 10w, unabhingige Flache, in der also nicht bloss
eine, sondern alle Tangenten der Wendungscurven liegen, die daher die sesuchie
evolutorische Fliche selbst ist.

ilei den evolulorischen Flichen bieten sich dieselben Fragen dar, wie bei den
cylindrischen und conischen Flichen, nimlich: wie entschieden werden kinne, ob ecine
Fliche evolulorisch sci, oder nicht; wie die Lage der geraden Durchschnittslinien uni
der Wendangscurve bestimmt, und wie aus der gegcbenen Wendungscurve die evolu-
torische Fliche selbst beslimml werden kimne. Siammiliche Fragen sind in den vor-
hergehenden Lehrsilzen bereils gelist worden. und es bleibt nur noch ibrig. sie der
Reihe nach in cinem Beispicle auszufuhren.

Beispicl zu den Evolutions-Fdachen,
Es soll die Gleichung der ecvolutorischen Fliche gebildet werden, in der alle
ol a
Tangenten einer gegebenen Wendungscurve: (.:c:‘?; y=:—1) liegen.  (Diese Fliche,

welche dic Frolute der gegebenen Curve enthill, ist eine evolutorische Fliche.)

1) Die Gleichungen der Tangente einer Curve im Punkte (ry.z) sind, wie
bekannl:

(w—a=(—2 |} Wy I=G—2| %
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Da
\da'|_ 23 |_3_1=t
nld.'z [ sz"
. . z'? zﬂ .
s0 gehen obige Gleichungen, wenn: .-1:‘:;, y‘:j;,l—, substituirt wird, in folgende
iber:

pr+z'*—2z'z=0, py+42z'*—3z'2z—0.
Eliminirt man aus beiden Gleichungen die Grisse 2, so erhdit man zulelzi:

L S e )
423— dpaz--p* y 2%'—2px’

oder:
dyz*—3a' s —6pryz+dpriHp'y'=0=u.
welches die gesuchte Gleichung der evolutorischen Fliche ist.

27 Diese Fliche ist cmlulurisr,h, weil die Ausdriicke :

d’z "‘ d!" d'z | dy r dJI[
dxdy dy’|’ \dedz | |dat| |d?

gleich Null sind. Denn lost man die Gleichung u z. B. nach y auf, so findet man:
42 —bpaz da’s—dApas
yi"l_( PEP )F_ F! P

und

r3—23
y= ~ Vl?z —pa)r.

Der doppelte Werth von |/ (z"—px)® zeigt an, dass die Fliche zwei verschiedene
Coordinaten y fir dieselben Werthe = und x habe, dass sie also in verschiedenen
Coordinatenrdumen liege. Nehmen wir den einen Werth dieser Coordinate, 2. B, den
mit der positiven Wurzel, so ist:

_pre—2e4 ) Gy
P '
; }EIZ' (3~ [5*—px]) ; ‘j‘-‘é[-——;a@m—ﬁz*ﬂ-zzﬁﬁ;:ﬁiﬂ;
iyl 3yl 3( . 45" —2pw)
| 2\&’_:35.5’ :‘hlj'—'?z dz+ \J,r?:},}; dxdy \I‘rz “Fm
Nun ist
2 9 | z:
s ! Vi—pz | )
und
|d’ y| |y - ( —2z ) ( 2 2t )
da’l ldz P\ g —par z'!—p:z.- V’z’——p.r z*—p =
Es ist daher:

]d.m‘.z Hdlyl sz*
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und die gefundene Fliche ist entweder eine cylindrische, conische oder evolutorische
Fliche. Da nun

d*y |
dz drds| (V2" —, -I-‘]""EJ
E}= ———— r p — = ':;'_P_"_'_' - {ﬂ:}

‘**_E| 2(22 -——p.r—l..f (= -—;u.ﬂ} 2(v[z*—pxrl—z)

. . . . ds )
=0 folgt, dass die Fliche eine evolutorische sei, da I weder eine constante Grisse,
noch eine Funclion erster Ordnung von verdnderlichen Grissen ist.

3) Um die Lage der geraden Linien zu bestimmen, in denen die (jetzt als ge-
geben angenommene) Fliche w—0 geschnitten werden kann, sucht man die Werthe
gi und i—; Man findet (2):

dz P

dr— 2(y/[z—pax]—2)
Ebenso findet man dz (udur @‘) aus den Formeln:
dx

dy
| dixe I
dz rt‘ t,nle
d'y d .1.'| ete,

Sind diese Werthe gefunden, so sind die Gleichungen der geraden Durchschnitts-
linien der Fliche:

dx!
I—r'—(z—=z") det y—y" ("—---2.*"_]{‘,.?r

worin x, ¥, & die Coordinaten der Linie, und x‘, 3, &' die Coordinaten eines Punkies
der Fliche sind, in der sie in der gefundenen geraden Linie geschnitten werden kann,

4) Ist endlich die Fliche n gegeben, und sucht man ihre Wendungscurve, so
findet man:
dz___ _____P% pdr

dr™  oy[gi—pxl—z)  25—2E—px
Wird diese Gleichung integrirt, so findet man: z*=—px. In der That giebl ilieser

Werth in die Gleichung : dg—— _pdz substituirk: d'z:p dr, und =*=puw. (1)
Ro—2v/ z?-ﬂ—px

Auf dieselbe Art bestimml man und findet durch Integration die Gleichung

dTyi
zwischen = und y, diese ist: z=—p'y. (IL) Die Gleichungen (I.) und (IL.) geben
die gesuchte Wendungscurve.

Lasats. Es bedarl keiner weiteren Ausfihrung, dass die tangirenden Flichen
zweiter Ordnung auch fir die evolutorischen Flichen parabolische Cylinder seien,
wie fir diec cylindrischen und conischen Flichen. Denn da die entscheidenden Co-
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thiEIilEﬂ der Gleichung der tangirenden Flichen zweiter Ordnung von den Werthen,

s | dz
[ dy \drds dy abhiingen, und da fir die evolutorischen Flichen dieselbe Gleichung
gilt, wie fiir die cylindrischen und conischen Flichen, nimlich :
d'z |* |d'% ’d’*’z
drdy| e | =

so geht auch die Gleichung eines parabolischen Cylinders als dic Gleichung der tan-
girenden Fliche zweiler Ordnung fiur die evolutorischen Flichen hervor. Die Aul-
stellung dieser Gleichung unterliegt keinen weiteren Schwierigkeiten.

Vil.
Ueber die windschiefen Flichen.

Da die windschiefen Flichen such zu den geradlinig krumwmen Flichen gehoren.
so gelten fiir sie die drei Bedingungsgleichungen der developpablen Flichen:
o=(4=5)=2(CL).

L=

z—fa:f;r:—a}| ;ﬁ'—]—[y—-F o)

d'z o d*z |dy rﬁzztj'yg
Erij—t‘ |dedy ¢f£+[ _ﬂ'

Sie unlerscheiden sich aber von dIE,‘bEI'.I durch die Gleichung :
| d'z I ld'z ..I
ld.'mf Yy [|
Alles Ucbrige wird bei den windschiefen Flichen auf dieselbe Arl abgeleitet und be=
wiesen, wie bei den evolutorischen Flichen.
Es sind daher im Allgemeinen folgende Fragen zu ertrtern:

a

il

13 Wenn die Gleichung einer Fliche gegeben ist, nach welchen Criterien wird
entschieden, ob diese Fliche windschief sei, oder nicht?

2) Da jede Fliche in einem gegebenen Punkte allgemein nur nach einer Richtung
in geraden Linien durchschnitten werden kann, die Endgleichung der windschiefen
Flichen uber zwei Richtungen angiebl, von denen die eine die Richtung der geraden
Linie, die andere aber nur die Richtung von Durchschnittscurven angeben kann, so
cnisteht die Frage, wie enlschieden werden kinne, welches die Richlung der geraden
Linie, unil welches die Richlung jener Durchschnitiscurven sei?

3 Wie findet man aps der gegebenen Gleichung einer windschiefen Fliche die
Geselze, nach welchen sich dic gerade Linie auf dieser Fliche fortbewege, und
durch eine Leilungscurve gehe?

4) Wenn aber diese Geselze gegeben sind, wie findet man aus ihnen die Gleichung
der windschiefen Fliche selber?
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ad 1) Was die erste Frage anbelangt, so ist sie aufs Leichteste zu beantworten.
Man nimmt die zweiten partiellen Differenzialien einer Coordinate, z. B. =, und unter-
sucht den Ausdruck:
| d*z * |d?z|'d=z
\dardy \dz?| |dy?l
Ist dieser Ausdruck positiv, so ist die Fliche windschief, (sl dieser Ausdruck
gleich Null, so ist die Fliche developpabel; isl er negativ, so ist die Fliche eine
1]
doppelt krumme Fliche.) Dieser Ausdruck ist immer positiv, wenn j:; und j;f ein-
zeln verschiedene Zeichen haben."Aber auch, wenn diese Differenzialen gleiche Zeichen

haben und

.:Fz 'z &
d iy? !{:‘H.I-'dyl
ist, bleibt der Ausdruck positiv, und die Fliche bleibl eine windschiefe Fliche.

ad 2) Was die zweite Frage belrifft, so findet man, wenn 2z, B. 2 als Function
von x und ¥ genommen wird:
| d'z| / diz ? 'dzJ' izD
dy___|drdy. J (|d.m‘y ! ldy? )
dx™ |ﬂ£’:[ = |d'_*z-
iy dyr|
In diesem Ausdrucke hat g, da die Grisse unter dem Wurzelzeichen positiv ist,

zwei Werthe. Um entscheiden zu kinnen, welcher Werth der Richtung der geraden
Linie, und welcher Werth den Tangenten der Durchschnittscurven angehire, substituirt
man beide Werthe in das dritte Differenzial d*z. Derjenige Werth, welcher das dritte
Differenzial gleich Null macht, zeigt die Richtung der geraden Linie an (da die hihe=
ren Differenzialien der geraden Linie insgesammt gleich Null sind), und derjenige
Werth, welcher das dritte Differenzial nicht gleich Null macht, zeigt die Richtung der
Tangenten der Durchschnitlscurven in diesem Punkte an, fir welche zwar singulir
d’z, nicht aber auch d*z, noch auch die hoheren Differenzialien gleich Null sind. Der

zweite Werth von j—% gehort daher der Tangente aller dieser Curven an,

ad 3) Was die dritte Frage betrifft, wie die Gleichungen der geraden Linie ge-
funden werden, durch deren Fortbewegung die windschiefe Fliche beschrieben wird,
dy
da
dieser Werth z. B. gleich fa, so ist, wenn 7 und £ die Coordinaten der geraden Linie
ausdriicken, p—y=(5—ux)fa. (I.) Auf dieselbe Art beslimmt man nun ein zweites

so entscheidet man zuerst, welcher der Werthe der geraden Linie angehire. Ist

Differenzial, z. B. j , und findet den Werth, der zu der geraden Linie gehirt

dann ist, wenn £, £ die Coordinaten der geraden Linie ausdricken: {—s—=(—x)pe. (1I.)
Diese beiden Gleichungen bestimmen alle geraden Linien der windschiefen Flichen;

und die Functionen fe und ga bestimmen die Gesetze, nach welchen sich die gerade
8

d L2
e L
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Linie auf der windschiefen Fliche forthewegt. — Der zweite Werth von gi gehirt
wieder der Tangente der Durchschnittscurven an. Die Lage dieser Tangente ist
durch die beiden Gleichungen ebenso bestimmt, wie die Lage der geraden Linie.

ad 4) Was die vierte Frare betrifft, so wird sie auf folgende Art gelist:

Es seien Fi(a',y’,20=0, und g@(z’y’.2)=0 die Gleichungen einer Leitungscurve.
und (p—y)=(i—x)fa, {—e=(E—x)ga die Gleichungen der geraden Linie. Da a
selbst eine beliebige Function von x’y’.z’, und fir alle Punkte der Leilungscurve
E—=x', y=—y', ==z’ ist, so sind vier Gleichungen gegeben, aus welchen die drei
Grossen ', ', o' eliminirt werden kinnen. Es bleibt noch eine Endgleichnng der
drei Grossen &, y. = ibrig, welches die gesuchte Gleichung der windschiefen Fliche ist.

Ausser diesen Aufgaben, die sich auf gleiche Weise auch bei den cylindrischen,
conischen und evolutorischen Flichen dargestellt haben, sind bei den windschiefen
Flichen noch folgende zu lisen:

5) Die windschiefen Flichen konnen in allen Punkten durch gerade Linien
geschnilten werden, die ihren Richtungen mnach durch die ersten Werlhe

von g, gz bestimmt werden. Diese ersten Werthe bezeichnen wir durch o, und
¥
. . _—— dy dz

w,, im Gegensalze zu w, und w., welche dic zweiten Werthe von dr und dr dar-

¥
stellen. — In allen Punklen kinnen aber die windschiefen Fliichen auch durch Curven
geschnillen werden, deren Coordinaten ebenfalls das zweite Differenzial d'z gleich

Null machen, und deren Tangenten durch e und w, vollkommen bestimmb sind,
&

¥
6) Wird in einer windschiefen Fliche, fir welche in einem belicbigen Punkte a die
ersten Werthe (w,, w,) die gerade Linie ¢b, und die zweiten Werthe (w:, w,) die

k.‘J b”". z

r _ b ' _
gerade Linie ma geben, durch mn senkrecht aul der Ebene XY, also in der Coordinale

z eine Ebene gelegt, so durchschneidet sie die windschiefe Fliche in lder Curve kah,
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welche nothwendiger Weise im Punkle a einen Inflexionspunkt hat. (Bei windschiefen
Flichen der zweiten Ordnung ist diese Curve selbst eine gerade Linie, fir welche ebenfalls
d?z=—=0 ist.)

Beweis. Wird in dem Punkte & durch die Coordinate = eine Ebene gelegt, und
giebt sie als Durchschnitt die Curve hak, so konnen die Werthe von = und die ent-
sprechenden Werthe (u) der Linie k'p*h’ als die rechtwinkligen Coordinaten dieser Curve
betrachtet werden. Da nun d’% fir den Werth von &, welcher dem Punkte a entspricht
(ws, e,), gleich Null wird, so hat die Curve im Punkte & einen singuliren Punkl, wie

f L]

aus der Theorie der ebenen Curven bekannt ist. Da nun die hiheren Differenzialien
von z fir jene zweiten Werthe nicht ebenfalls gleich Null sind (ausser nur bei den
windschiefen Flichen der zweiten Ordnung), so folgt, dass die Curve kah in A e nen
Inflexionspunkt habe. Nur fir die windschiefen Flichen der zweiten Ordnung ist
diese Curve eine gerade Linie, fiir welche sowohl d*z, als 4%z und der Reihe nach
alle hiheren Differenzialien g¢leich Null sind. Die gerade Linie kann aber analytisch
ebenfalls als eine Curve betrachtet werden, die in allen ihren Punkten Inflexionspunkte hat,

Zusatz, Uebrigens missen alle Curven, die aus den Durchschnilten von Ebenen.

welche durch die Linie Cw., w.,) wie immer gelegl werden, mit windschiefen Flichen
. &
gebildet werden, im Punkte (r.g.z) einen singuliren Punkt haben, da fiir alle d?z=0

wird. Diess gilt auch dann noch, wenn diese Durchschnittsebene durch die beiden
geraden Linien (wy,00,) und (wa,m,) gelegt wird. eine Ebene, welche die fangirende
Ebene der windschiefen Fliche selbst ist

7) Da jede tangirende Ebene durch die beiden Tangenten je zweier Durchschnilis-
curven im Punkte (r,y,2) bestimmt wird, so folgt, dass die langirende Ebene einer
windschiefen Fliche in jedem Punkte mil dieser Fliche sowohl die gerade Durch-
schniltslinic, als anch eine Durchschnittscurve gemeinschaftlich habe, deren Tangente

durch @,, w, bestimmt wird. Denn man braucht nur durch diese Tangente und durch
¥ &
die gerade Durchschnitislinie eine Ebene zu legen, so ist diese Ebene die tangirende

Ebene, und da fiir sie d'z nach einer Richtung hin allgemein gleich Null ist (fur den Durch-
schnitt in der geraden Linie), nach einer zweiten Linie aber d°z nur singulir gleich
Null ist, so folgt, dass auch in dieser Richlung die tangirende Ebene und die wind-
schiele Fliche sich durchschneiden, also eine Durchschnittscurve gemeinschafllich haben.
Diese ausgezeichnete Eigenschaft der windschiefen Flichen kann durch folgende Be-
trachtungen anschaulicher gemacht werden.

Wenn eine ebene Curve einen Inflexionspunkt hat,
80 durchschneidet die Tangenle diese Curve singulir im
Punkte m, und das zweite Diferenzial der Ordinate wird
singulir gleich Null. Eine Folge duvon ist, dass, wenn :L.-—/"J
7 und § die Coordinaten der Tangente, und y und x die
Coordinaten der Curve ausdriicken, alle Werthe von 5 vor

dem Inflexionspunkte i Erﬂsa-ﬂr

-3
i I r

l als die entsprechenden Werthe von y, hingegen nach

§ *



60

dem Inflexionspunkte 1“:;:::4 als die entsprechenden Werthe von y sind. — Eine
fernere Folge isl, dass fir die Abnahme und Zunahme von 2
i 3. 1 4
Ay:—d‘y+2 adsy——d"y-l-...

das erste Differenzial dy E{;f::! ist, als die ganze Zunahme oder Abnahme, weil

die Ausdriicke : i—aﬁy in der Reihe dergZunahme und der Abnahme gleiche Zeichen

haben, und die zweilen Differenzialien, welche wngleiche Zeichen haben, bei dem sin-
guliren Werthe d*y—0 ausfallen, Ganz Analoges findet nun auch bei den wind-

schiefen Flichen stalt.
Es sei nun: F(x,y,2)=0 die Gleichung ciner Fliche, so sind, wenn z als Function
von x und i genommen wird, die Reihen der Zunahme und Abnahme von z:

. 1 i ... L
.df.ﬁ_!fq+2 d?HQ_E 3H+2-.3.4d z—h—m;

1 1 i
L z—._dz—id“z—kfadaz —Eﬂd*z-i-,. .

Da fir windschiefe Flichen die Gleichung gilt: d*z=0, so gehen die obigen
Reihen in folgende iiber:

J‘l$=l‘.fz-|—§3 T 2"; 44'.'1‘5-'-

¥

Da die beiden ersten Glie-
der in beiden Reihen dieselben
Zeichen haben, so ist auch dz
grisser
kleiner
wie fiir die Abnahme. Es muss daher

; . dy dz
bei allen Werthen von dr’ da

1 als Az fir die Zunahme,

welche d*z—0 machen, die tangi-

rende Ebene die windschiefe Fliche

durchschneiden. Diese Werthe sind

aber doppelt: (w,0,); (wsy0,). —
y ooz y oz

Ist daher die Fliche: YACXdknl
ein Theil einer windschiefen Fliche
und entspricht fir den Punkt O die
gerade Durchschnittslinic hk den ersten Werthen (e,,09,), und die Tangente ab den zweilen

Werthen (w.,w.), und wird durch die Linien Ak und ab die tangirende Ebene zu O gelegt,
¥ E

]
!
i
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so durchschneidet diese Ebene die windschiefe Fliche: 1) in der geraden Linie Ak,
2) in einer Curve ¢Od, deren Tangente ab ist.

Eine Folge davon ist, dass, wenn die tangirende Ebene zwischen der geraden
Linie Ok und der Curve O diber der windschiefen Fliche ist, sie sowohl zwischen
Ok und Oc, als auch zwischen Ok und Od wunter dieser Fliche sein missen, weil
sich die tungirende Ebene und die gegebene Fliche in Ok und Od durchschneiden.
Aus demselben Grunde muss aber die tangirende Ebene wieder zwischen ¢0 und Oh
@ther der windschiefen Fliche sein, weil sie jenseits dieser beiden Linien ¢@ und O&
unfer dieser Fliche isth

Daraus folgt, dass sich die jedesmalige tangirende Ebene und die windschiefe
Fliche nicht bloss singulir, sondern in allen Punkten der Fliche in je zwei Linien
durchschneiden. Diess ist eine Eigenschaft, welche die windschiefen Flichen vor allen
andern auszeichnet.

Die beiden Linien, die Gerade Ak und die Curve ¢d, sind bei den windschiefen
Flichen dasselbe, was bei ebenen Curven der Inflexionspunkt ist; die tangirende Ebene
durchschneidet diese Flichen in den zwei Linien, wie die Tangenle die ebenen Curven
im Inflexionspunkte durchschneidet. Nur besteht der Unterschied, dass der Inflexions-
punkt bei ebenen Curven ein singulirer Ponkt ist, wihrend bei windschiefen Flichen
die zwei Durchschnitislinien in allen Punkten stattfinden missen.

8. Es ergeben sich nun andere hiichst einfuche Criterien fir die windschiefen
Flichen. Verbindet man nimlich die Gleichung dieser Flichen f{w,y,2)=0, mit der
Gleichung der tangirenden Ebene:

[i—w)ig‘-l{?r—yj{g

50 miissen sich, im Falle die Fliche windschief ist, zwei Durchschnittscurven ergeben,
1) die gerade Linie, 2) die Durchschnittscurve mit der Tangente al. (Bei developpablen
Flichen kann sich nur eine Durchschnittscurve ergeben, die einzige gerade Linie,
welche der Fliche und der tangirenden Ebene gemeinschafilich ist; bei doppelt krom-
men Flichen kann gar keine Durchschniltslinie aus der Verbindung beider Gleichungen
hervorgehen, da diese Flichen mit ihren tangirenden Ebenen nur einen Punkt, nicht aber
eing Linic gemeinschaftlich haben.

-
=t

Um sogleich an bestimmte Beispicle anzuschliessen, so sei:

1) az*=ux"y, die Gleichung einer windschiefen Fliche gegeben.

Diese Fliche entsteht durch die Bewegung zweier sich durchschneidender gerader
Linien: abgmn; a'b’ymn' etc. Wird durch einen belichigen Punkt A eine Ebene
senkrecht auf AX gelegt, so durchschneidet sie die windschiefe Fliche in der Apol-
lonischen Parabel nAb, deren Axe Ay’, deren Scheitel in A und deren Parameter

gleich 1;-1_31’ ist. Ein Zweig dieser Parabel, Ann’, ist @ther der Ebene XY, der

Zweig Abb' ist unter dieser Ebene. Legt man nun durch alle Punkte dieser Parabel
Ebenen senkrecht suf OY, und verbindet man die Punkte n,c; bye; n',c’; b’ ete.
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a' mi an —X durch gerade Linien, so bilden diese Linien (und
i ihre Verlangerungen) die gegebene Fliche, In
diesen geraden Linien kann daher die windschiefe
Fliche durchschnilten werden. Andere Durch-
schnille aber geben Durchschnittscurven, die durch
die Curven rhd, sh w s. w. angedeutet sind. —
In der Axe X fallen diese Linien ne unh ¢b ele.
zusammen, machen dann immer grissere Winkel
mit einander, deren Scheitel simmtlich in der Axe ¥
sind, und fallen fir ¥=oo in einander, aber in
einer Richlung, welche it der anfinglichen Rich-
tung einen rechlen Winkel bildet. — Diese Fliche
hat in OY eine Grate, und in —X0X cine
schliessende gerade Linie, im Punkte O selber
aber eine Spilze.

Es ist mun:
dx|_ Y. |dE_ x
EI_V’Q; T oldy T2 ay’
Die Gleichung der tangirenden Ebene ist also:
GE—=)/ E+En—ylf@=€ —3.
Bei irgend einem Punkte der Fliche, z. B. a=ua, y=a. s=a. wird diese Glei-
chung folgende:

i 1 -
Verbindet man die Gleichung dieser Ebene mit der Gleichung der Fliche: ax*=—xy,

so werden fiir alle Durchschnittspunkte der Ebene und derFliche die Grissen & und &,

7 und ¥, L und 2 einander gleich.
Eliminirt man aus beiden Gleichungen =, d. h. nimmt man die Projection der

Durchschnitiscurve auf die Ebene XY, so ergiebt sich die Gleichung:
: 1
= (a—y)+aly—a+y—a*=0.

Diese zerlegt sich aber in die zwei Gleichungen:
a—y=0; (D
3
—E—1—m+;{y-—a}-_—ﬂ. an)

Die erste Gleichung giebt eine gerade Linie, die zweite eine Parabel der zweilen
Ordnung.
Nimmt man die Prujeclinn aof die Ebene XZ, so erhilt man durch die Elimina-
tion von y die Gleichung:
a(x*—z)—2x (x—a=0,
welche sich wieder in die zwei Gleichungen zerlegt:
r—z=0; (1) a(z+2)—2x=0. ()
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Die erste Gleichung giebt wieder eine gerade Linie, die zweite wieder eine
Parabel zweiter Ordnung.

Ziehen wir diese tangirende
Ebene AkabmMn durch die Gerade
mit, welche den ersten Werthen

wy,to, entspricht, und durch die
¥ T
Gerade pr, welche den zweiten

Werthen w,,w. entspricht, so durch=-
¥y

schneidet sie die windschiefe Fliche
in der geraden Linie mn, und in
einer Curve, deren Projeclion auf
die Ebene XY die Parabel baMkh
ist. Die Linie par ist die Tangenm dmser Para!:rsi im Punkte a. Zwischen ka und
dem Punkte M ist die windschiefe Fliche déher der Ebene; ebenso zwischen ba und
am. Aber zwischen Ma,em und kabahk ist die tangirende Ebene d@iber der wind-
schiefen Fliche.

Man kann sich davon auch durch eine leichte Rechnung iberzeugen. Die Gleichung
der tangirenden Ebene im Punkte a ist:

S=+y7

i
@
Die Gleichung der windschiefen Fliche ist:

In der Linie s, in deren simmtlichen Punkten y—a ist, ist {=—=2 und f=ux.
Diese gerade Linie liegt also ganz in der windschiefen Fliche. Ebenso liegen dic

Punkte der Parabel, z, B. §i= .—;a, = ) Q:z:ﬂ); ‘g:.r:-ga? :;:y:‘iia,
ma] (._.._.t:— —1, ﬁ—y—dla, L——- E—a) u. 5 W, in der tangirenden Ebene
und zogleich in der windschiefen Fliche. Untersucht man nun Punkte der windschiefen

Fliche und der tangirenden Ebene, fiir welche x<{a und y<e ist, 2. B. §~:.7::{

1}::3:—1& s0 ist: §—-!a und z_.;-u u. 5. w. Die windschiefe Fliche liegt also
hier d@ther der tangirenden Ebene.
1

Untersucht man Werthe, fir welche r<"a und y}a ist; g‘:.-r:-:ia,

q:y:-i—a, g0 ist E:;a, und z:IaV:B, also >z, und die tangirende Ebene liegt

aber der windschiefen Fliche.
Untersacht man Werthe, fiir welche xz™a und y<la ist, z B. {=r=3a,

W}T“’ s0 ist ;:gﬂ und #:“.—.“iiﬁ- Die tangirende Ebene liegt also in diesen
Punkten iber der windschiefen Fliche, Endlich ist fir Werthe in dem Raume bam,
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S} 5 oo . 13 3 k. 169 180
z. B. 3_:?--‘.1.'=2|:|:+ =y=j die Ordinate L= Sf" und $=4W5, gi'“ﬁ* z=.=ﬁ¥1

also =>C, und die windschicfe Fliche liegt wieder iber der tangirenden Ebene.

In; dem andern Arme der Parabel Mkh durchschneidet die tangirende Ebene die
untere Hilfte der windschicfen Fliche; und es liegt in dem Raume E.U., der sich bis
mkM erstreckt, die tangirende Ebene unfer der windschiefen Fliche hingegen im
Raume F.U. diber dieser Fliche, u. s, w,

Beispiel 2. Es sei die Gleichung einer windschiefen Fliche gegeben:
m!_'_yi__ai:z?
(ein Hyperboloid mit einem Fache).
Aus der partiellen Differenzirung ergicbt sich, dass
dz| @x f:fz|_y
-

del 3 |.-:?y
sei. Die Gleichung der tangirenden Ebene ist daher:
{E-ja:)i—i—(!;“—y)gzﬁ—n

Fir irgend einen Punkt dieses Hyperboloids, =z. B. fir x=a, y:;-a, :x::;—a,

wird diese Gleichung :
2(—a)+r=L.

Verbindet man diese Gleichung: 2(x—a)-+y—=2, (da fiir alle Durchschnittspunkle
S=ir, 7=y, L==3 ist) mit der gegebenen Gleichung: x*+y*—a*=3*, so erhill man
die beiden Durchschnittscurven. Eliminirt man z. B. z, so ist:

Clr—alt-y) =ty "—a’,
oder:
Y r—a) +Hz—a)y=(x—a)(x-+a).

Diese Gleichung zerlegt sich in die beiden Gleichungen:

a—o=0 (1) und 4Cr—a)4-dy=a+a. (II.)

Da sowohl Gleichung (1), als Gleichung (Il.) geraden Linien angehiren, so wird
das Hyperboloid mit cinem Fuache in allen Punkten von ihrer tangirenden Ebene in
zwel sich im Berihrungspunkle gegenseitiz durchschneidenden geraden Linien ge-
schnitten.

9, Aus den vorhergehenden Beispielen wird einleuchtend, dass, wenn die Glei-
chung einer windschiefen Fliche eine algebraische Gleichung vom '™ Grade ist, diese
durch ibre Verbindung mit der Gleichung der tangirendén Ebene, in ihren [Projec-
tionen auf Gleichungen des (n—1)*" Grades zuriickgebracht werde. Denn in denEnd-
gleichungen dividirt sich ein Factor des ersten Grades (die Gleichung der geraden
Durchschnittslinic) heraws; die andere Durchschnittscurve bleibt daher nur noch vom
(n—1)*" Grade. Ist daher die Gleichung einer windschiefen Fliche vom 2% Grade,
s0 besteht die Endgleichung aus zwei einfachen Factoren, die zwei geraden Durch-
schnittslinien entsprechen, wie sich diess bei den Endgleichungen des Hyperboloids
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mif einem Fache ergeben hat. Jede windschiefe Fliche, die eine algebraische Glei-
chung vom 2" Grade hat, wird also in allen Punkten von ihren tangirenden Ebenen
in zwei sich durchschneidenden geraden Linien durchschnitten. Diess gilt aber keines-
wegs von den windschiefen Flichen mit Gleichungen vom drilten, vierten oder von
hiheren Graden. Diese werden in allen Punkten von ihren tangirenden Ebenen in
geraden Linien und in Curven vom (n—1)"*" Grade durchschnitten, wenn die wind-
schiefe Fliche vom 2'*" Grade ist. Es verdient noch bemerkt zu werden, dass die tan-
girenden Ebenen bei windschiefen Flichen der zweiten Ordnung durch die beiden ge-
raden Linien [gehen, in denen diese Flichen in jedem Punkte durchschnitten werden
kinnen.

Zusatz. Es ist in (6) bemerkt worden, dass die Durchschnittsebenen der wind-
schiefen Flichen, die durch (w,,w,) und (w.,m,) gelegt werden, Curven erzeugen,
die im Punkle (x.y,2) singulire Punkle haben. Nun hat aber in Beispiel 1. die Parabel

i . .
a:‘——aw::li—a(y—a) in den FPunkten x—a, y—a, z=—a keinen singuliren Punkt, was
dem frither Bewiesenen zu widersprechen scheint. Es ist aber zu bemerken, dass

nicht: ;r‘—a;r:}a(y——u_) die ganze Gleichung der Durchschnitiscurve ist, sondern

vielmehr die Gleichung: (y—a]{z’—amj:}a[y—aj’, welche allerdings im Punkle

r=a, y=—a, z—a einen singuliren Pnnkt hat, niamlich einen doppelfen Punkt, indem
sich die Curve vom Punkle @ aus in zwei Richtungen, einmal in einer geraden Linie
und dann in einer Parabel, fortsetzt. — Ebenso hat in Beispiel 2. die Curve (gerade
Linie): (x—a)([4x—al+dy—[x+a])=0 im Punkte (a,y,2) einen doppelten Punkt,
da sich die zwei geraden Linien, die durech das System der einen Gleichung:
(x—a)([dx—al+-4y—[x—a])=0 ausgedriickt werden, in diesem Punkte durch-
schneiden und in zwei verschiedenen Richlungen forlsetzen.

Anmerkung. Im Gegensatze mit diesen Eigenschaften der windschiefen Flichen
werden die developpablen Flichen von ihren langirenden Ebenen in jedem Punkte
nur in einer weraden Linie berdhrt. (Die eylindrischen, conischen und evolutori-
schen Flichen werden von ihren tangirenden Ebenen allgemein in geraden Linien
berithrt, die windschiefen Flichen werden aber in geraden Linien durchschnitten.)
Verbindet man daher dic Gleichungen der developpablen Flichen mit den Gleichungen
ihrer tangirenden Ebenen, so konnen beide nur die gerade Durchschnillslinie gemein-
schaftlich haben.

Nimmt man z. B. die Gleichung der evolutorischen Fliche (pag. 54):
pry=3pxz—22°+4-2)/ (z*—px)?, (a)
so ist die Gleichung ibrer tangirenden Ebene fir einen Punkt, z. D. ;ﬁ:‘? , =,

y":%p, wenn man in die Gleichung:
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(y—yI=(z—x’) %l—n—[z—"'nlg} .

ﬂl —— substituirt:

die Werthe dzi|— 4

Rt
3
Yy=5uo— ~+B.u (b
Eliminirt man aus Gleichung (a) und (b) die eine Coordinate, z. B. ¥, so erhilt

man eine Endgleichung zwischen o und =z, welche die Projection der geraden Durch-
schoitislinie in der Ebene XZ giebt. Diese Endgleichung ist:

g—p?.x——zpﬂz—!—;—;pﬂzsii]xz—- 225+2V{h"’;:-‘:};i3_”+

Der Factor, der sich aus dieser Gleichung eliminiren lisst, und der die Projection
der geraden Durchschnittslinie darstellt, wird auf folgende Art gefunden. Die Tan-
gente der Wendungscurve ist diese gerade Durchschnittslinie. Die Gleichungen dieser

Tangente sind: (z2—z )= dx(.r—.r‘}, (J—y"}— g[r——.r’)

‘ N b J
N e ) y i d $ d Gleich
un ist - 2"__2\&?__;” (pag. 55), un wird aus der Gleichung:
dy ‘dﬁi r.fy
dr |dz| " dz|de
gefunden. Es ist dy——fz“'-v’ “—px). Fir 5""'"'43’1 =Py y_ P 'St =, :_:g'*i

Die Gleichungen der Durchschnitislinie sind daher:
PR S SO ,_.3(1._?_* ) 3, 1
= 4PJ - _"_4."! u 2?’4 4.” E) y"",lm'_'iﬁp'
Werden diese Werthe in dic Gleichung der evolutorischen Fliche substiluirt:
pPry=3prz—22°4+2/ [E—;af.r)*

so machen sie diese Gleichung wirklich gleich Null, zum Beweise, dass jede Projection
der tangirenden Ebene und der Fliche einen eliminirbaren einfachen Factor hat. So

ist der Faclor 'z:.r+i~;p in obiger Gleichung:
3 2 3 el 3 oty 3
5P I PR+ p =3prz—22°+2/ (z*—px)’

dieser eliminirbare Factor, der auch wirklich jene Gleichung gleich Null macht, wie
eine leichte Rechnung zeigt. — Es ist cinlenchiend, dass die evolutorischen Flichen
und ihre tangirenden Ebenen ausser ihrer geraden Durchschnittslinie keine andere Linie
gemeinschafllich haben, und dass daher jene Endgleichungen ausser den gefundenen
Werthen keine anderen reellen Werthe haben kinnen.
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Beispéele wu den windschiefen Fldelen.

Beispiel 1. Es sei die Gleichung der Fliche gegeben:
az’—x"y=0,
deren hauptsichlichste Eigenschaften bereits bestimmt worden sind.
1) U%emscheiden zu konnen, ob diess eine windschiefe Fliche sei, oder nicht,

untersucht man die zweiten Differenzialien emer Ordinate, z. B. =, die als Function
der beiden andern Ordinaten & und & genommen wird,

Es ist:
z—a/ ¥ ; | _Vy dz 1 «x d*m_ﬂ ’d‘z '=1_H T __ 1 x
a dx| d'y' QV‘R y ' ldx’ dedy™ 2yqy * dy’ 4¢,;y
Es ist daher:
| d’z | dix P |diz||d’z]
dy dmcfy_‘__l/ da*dyl -:E.,u" ddy?! : dy 2y, 2y

de— | dz n'?z dr_ x &
| *'f.!h

Da der Quotient j—g zwei Werthe hat, so ist die untersuchte Fliche eiue wind-
schicle Fliche. Der eine Werth ist: ‘!ﬂ:ﬂ; der andere Werth ist: ‘1}!‘{:‘}3'
da dr &

2) Um bestimmen zu kiwnnen, welcher dieser Werthe der geraden Linie, und
welcher der Curve mit cinem Inflexionspunkte zugehire, substituirt man beide Werthe
in das dritte Dilferenzial:

Ly D)
Da
| i
‘ dxa'—ﬁ [ |—ﬂ | didz j- ;Tg: I%ﬁ{:—é’—%:

s0 macht dg"_u das dritte Differenzial d*z gleich Null, und der Werth gf::ﬂ gehiirt zu

der geraden Linie. Hingegen macht der Werth dyzilﬂ das dritte Differenzial:

E’_*___ 16y’ E_ﬁ:%#__ 12,7y
de® Ay r’ay3+3 &x v‘ay‘ V

Der Werth g:if zeigt also diec Richtung der Curve mit einem Inflexions-

punkle an,

3) Die eine Gleichung der geraden Linie ist, da %:ﬂ ist: %Egzﬂ,

o *
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Um eine zweite Gleichung zu finden, nimmt man eine andere Coordinate, 2. B. y
2
als Function von & und =, und sucht nun i—i Da y:':—; ist, so ist:

dy| 22 dy|_Rax  \dy| 6uz’. \ dy ) dax. |dy 2
idr—  x?? ldzu‘_ﬁ 'oldetT ot ? |d.vdz1_ x* 7 dgl a2
Daraus folgt, dass: - B u
|y | | dy [ |dyldy i
dz___ld'f'iz_'d- deds| |detldz’] d_“=2_z+f )
dr :t_f’-‘g - |¢fy‘ deT xTx
jdz? ez!

. - . Ldz_z  dz_ 3z dz_= : .
sei.  Von diesen beiden Werthen: =z dr—x’ macht A= das dritte Diffe

renzial gleich Null; er gehort also zu der geraden Linie. Diess giebt die zweile
. L. t—3_ 2
Gleichung der geraden Linie: e

Diese Gleichung in Verbindung mit der vorhergehenden Gleichung : Y

bestimmt die gesuchle gerade Linie,

4) Die Leitungscarven kinnen beliebig gefunden werden. Durchschneidet man
die gegebene Fliche parallel mit der Ebene ¥YZ, und wird x constant —x' genom-
men, so hat die Durchschnitscurve die Gleichung: az®—x'y. Sie ist also eine
Apollonische Parabel, deren Scheilel in A ist, wie schon friiher gefunden wurde.

5) Die Lage der tangirenden Ebene, und ihre Durchschniltseurve mit der wind-
schiefen Flache ist bereits in den vorhergehenden Untersuchungen bestimmt worden.

6) Legt man in einen Punkt @, z. B. ¥—a, y—a, z—a, senkrecht auf die Co-
ordinaten-Ebene XY einc Ebene durch die Linie ma, deren Lage durch die zweiten
.I.-h'

dy . dz 4y 3z .. e
Werthe von ir und iz’ w:__x, W=7 bestimmt ist, so durchschneidet diese Ebene
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die windschiefe Fliche in der Curve kah. Die Gleichung dieser Ebene ist: {g—;—.g}:4’
oder: 45— 3a=n. Verbindet man diese Gleichung mit der Gleichung der windschiefen
Fliche: z=ux !/ E, so ist die Curve hak durch dicse beiden Gleichungen bestimml.

Die Projection dieser Curve auf die Ebene XY ist die gerade Linie k%A, ihre Pro-
jection auf die Ebene ZY ist die Curve Og”k” und ihre Projection suf die Ebene
XZ ist die Curve ha''k'".

Die Gleichung der Curve Oa’k’ flndet man, wenn man aus den gegebenen Glei-

chungen: 4x—3a=y (1) und z=x }/ ‘g die Grisse x eliminirt. Diese Gleichung ist:

—_— §+3d) )
z._( 4 I/ a’
Daraus findet man:

=31/ ;‘}4-2'/ )iy dh_(lﬁl/ay —/ &)
Fir dz=0 wird l/ E:'}:‘/E" und y=+%

el in der Fliiche, s—x = 4 die Coordinate nur posifive erthe haben
W‘I‘dFIh, l//s: die Coordi y ;.':iitiv Werthe hab

kann, so folgt, dass die Curve im Punkte y—a einen Inflexionspunkt habe.

Eliminirt man aus den Gleichungen (L) und (IL) die Grisse y, so geht die Glei-
chung der Projection Oa’k" hervor:

=z /(¥—3).

Daraus findet man:

de=y /(2 —3)dr+2E O g A Az de
=‘/( ) [/4; 4/%—3 @ V, ({?—3)3
12:1—4.1: dz,
——3

und fir d*z folgt: r—a.

Die Curve Oak' hat also fir x=—a ebenfalls einen . Inflexionspunkt.

Da nun die beiden Projectionen der Curve kah fir die Werthe y=—a und r=a
Inflexionspunkle haben, so hat die Cnrve kah fir y—a, x—a (woraus sich von selbsi
z=—a ergiebt) gleichfalls einen Inflexionspunkt,

Zusatz. Die Projectionen der Curve kah auf die drei Coordinaten-Ebenen sind

also: 1) auf die Ebene XY die gerade Linie k%, 2) auf die Ebene YZ die Curve

Oa'k?, 3) auf die Ebene X&% die Curve ha'k',
Hingegen hat die gerade Durchschnitislinie der Fliche, nimlich eab, folgende

Projectionen: auf die Ebene XY die Linie 48, 2) auf diec Ebene ¥Z die Linie ch",
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3) wut die Ebene XZ die Linie O, Die Linie 80 ist parallel mit 0.X, und ent-
spricht der Gleichung : %g:ﬂ, die Linie O halbirt den rechten Winkel ZOX,

E_q=i.
'

und entspricht der gefundenen Gleichung:

g
|

Anmerkung. Die gefundenen Curven k'K, Oa"k* kinnen aufs Leichteste
geomelrisch construirt werden.

Ist nimlich abm eine Apollonische Parabel von der Gleichung: y*=pw,
und ak die Axe, und nimmt man in allen Co-
ordinaten el==ac, mu=—an u. s, w., so geht
(wenn der Arm cs congruent mit acn genom-
men wird), eine Curve ncas hervor, welche
die Gleichung hat:

,__pr—at

Y=

3

-
y*—.:;-;/" pm——; .r’/ g

Nimmt man nun in dieser Carve dears und
in der construirenden Parabel ablom in allen
Coordmaten oc —ob, dr = hr ete, verbindet
man alle Punkte o, + ete. durch die Curve aorn,
und bezeichnet man fir die Axe ak die Ordi-
nalen der neuen Curve mit %, so ist:

H-—-{_ i -—1_ / 1 &
Yy =5y +y)—-4v’px+4m,/ >’

Jm:ii_ﬂﬂ)‘x
6p

eine Gleichung, mit der die Gleichungen der beiden Curven ha'“'k'* und Oa“k*

iibereinstimmen :

o Ur—30) . +dayy

S i,

a 1ta

Beispiel 2. Es sei die Gleichung gegeben:

z:ararc.( Iang,n—_g J

Diese Gleichung gehirt der Schraubenfliche (Wendelfliiche) an. die durch die
Lewegung einer geraden Linie enlsteht, die sich immer senkrecht aufl der Axe Z
fortbewegt. und um sie herum Winkel beschreibt, die den durchlaufenen Theilen der
Axe Z proportional sind. Es ist niimlich fur jeden Punki der Fiiche: r=rcosa

y—rsin.vund z=arv. Daraus folgt: Eﬂang.u, mang.lmg.g, also x:-m'ang.iang.( g),

wofiir auch z=m‘arc.t&ng.£ geschrieben wird. Eine fernere Gleichung ist: g=hng.§r-
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1) Es ist aus der Gleichung z:arnrc.tang%:
d¥)__ oy ., |dg]_ are: .
de| " oy ldy T ety
dﬂz‘ 2arxy dz|  —2arxy | dz I __ar(y*—x*)

Ty T @y ldedy T @y
Da |j;?.' und i—l verschiedene Zeichen haben, so ist die Fliche eine wind-
schiefe Fliche, da immer
‘ d z|1¢£u,
d:cdy dy

ist. Man findet:
dy_y—a oty
de™ 2xy © 2my °

dy = d!‘j‘ Y
dr— gy y’ =Ty

2) Um entscheiden zu kinnen, wclnher dicser Werthe der geraden Linie ange-
hire, substituirt man beide Werthe in das dritte Differenzial. Man findet, dass der

also:

Werth E das dritte Differenzial gleich Null machl, und es ist:

£
(.gll:—[dE ; Wg=———,
¥ & ¥

Darans folgen die Gleichungen:

=y Y =Y __x
e 1 =y

3) Aufl dieselbe Art bestimmt man die Werthe :%, indem man die partiellen

Differenzialien der Gleichung: y—:.rtang.(;) nimmt.

d* . . . .
Da d‘fﬁ ist, so ergiebt sich von selbst, dass die untersuchte Fliche eine

windschiefe Fliche, und dass der eine Werth von j—z gleich Null sei.

Denn es ist:

dz dmd...l ]d.rdz

dx lJ‘

| o Y
j{;ﬂ and & e T"“""}i‘



Nun isl
dgj yl_1__ =
‘ ._umg *lde ar( H\
co8,—
2arsin, >
i [ 1 . [____&_
x~1 |dg? , =
'Er) a r*(ms -—)
. dz
Es ist daher der zweite Werth von de’
©__ . ar _ o
ar
Da endlich 'd'}%l__"ﬂ ist, so folgt, dass der Wenh e =(]dasdntte1)sll‘erenmld’y
gleich Null mache. Es ist also i—f_:ﬂ der erste Werth w,, und :—tg der zweite
3 dx Yy
Werth w,.
Aus w, folgt, dass%}i:ﬂ die gzweile Gleichung der geraden Durchschnittslinie
u
sei. Die Gleichung aus_e,, némlich:
k|
-z _ar &
— =
S~z wlang-E y
ar

ist die zweite Gleichung der Tangente der Durchschnittscurve.
Die Gleichungen der geraden Durchschnittslinien sind also:

—y_Y, £—%
Fly o (L E= =ﬂ (L)
Aus Gleichung (IL) folgt, dass die gerade Durchschnittslinie immer parallel mit
der Ebene XY ist, und aus Gleichung (1) folgt, dass diesc Linie immer die Axe
durchschneidet, auf der sie also senkrecht steht

4) Die Gleichung der tangirenden Ebene ist:
i fdz! J dz *
—a) ot C—y") dfg,|=»_.—z+

Werden die gefundenen Werthe von rg’ und (§~§| substituirt, so folgt die Glei-
chung :

[v—y‘)m’—@”i’ﬂy’:ﬁ—‘z}(j )

:;z‘—gy:ﬁ:—z"](?fﬁg:).
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Verbindet mun diese Gleichung mit der Gleichung der windschiefen Fliche:
z:awmtangi
so erhilt man die zwei Durchschnittscurven der Ebene und der Fliche. Die eine dieser
Curven ist immer eine gerade Linie.

Eliminirt man aus beiden Gleichungen je eine der Coordinaten, so erhill man
die entsprechenden Projectionen.  So ist 2. ]] die Projection auf die Ebene XY:

W' — 2y -—arc.tang E

x;!ﬂ;a
J'_I.H.ng ( x _'_yﬂ +'_
y—tang ([y“t’ -]; __|_[;,_$—]J + )

FIII‘ ﬂIIB‘ Fulﬂllﬂ, flll‘ '“"clchB
" E_F ,!!-F
(_y_yi)xf (mf_ _ﬂn-l__ J‘y ,__ﬂ 5 ]

ist, folgt:
Ymtang 7 =L,
Es erfolgen also zwei identische Gleichungen der nimlichen geraden Linie, welche die
Durchschnittslinie ist. Und diess entspricht bei den transcendenten Gleichungen der
Elimination eines einfachen Factors der algebraischen Gleichungen.
Obige Projection der Durchschnittscurve zerlegt sich also in die zwei Gleichungen:
(y—-y‘).:l;"—(;i::—x‘Jy‘—U (singulir fiir die Durchschnittslinie),

y—tang( .r"-—l—y"*+ ) (fiir die Durchschnillscurve).

Diese letztere Gleichung gilt dberhaupt fir die Durchschnitislinie und fir ie
Durchschniltscurve, sowie bei algebraischen Curven die friher gefundenen Gleichun-

gen, z. B.:
2
(—y)(E—2—la—y1)=0
fiir die Durchschnittslinie, wie fir die Durchschnittscurve gelten. Bei algebraischen
Gleichungen kann sogleich der eine Factor eliminirt werden, wihrend bei transcen-
denten Gleichungen simmtliche Factoren vereinigt bleiben.

5) Die tangirende Ebene durchschneidet also die windschiefe Fliche in einer ge-
raden Linie und in einer Curve. Diese Curve und die gerade Linie durchschneiden
sich selber gegenseitig im Punkte (x'3’,s"). Die tangirende Ebene ist also um den
Punkt (z’y‘,2) herum zweimal @ber und zweimal unfer der windschiefen Fliche.
Davon kann man sich durch eine leichte Rechnung iberzeugen.

Nimm! man in der Fliche:
' Y
z:ﬂrarc.(lang+w)
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der Einfachheit willen a—1, so ist fir den Punkt:

:t:&r]/ %, y":rl/ ;—, also z‘:%.

die Gleichung der langirenden Ebene:

o S
Ifi?—:.JV2—+;m=L
und die Gleichung der Fliche:

Z=ra rv..(lang.i )

Nehmen wir in der tangirenden Ebene z. B. den Punki:
7=(0,5)r, £=(0,6)r,
g0 ist
£=(0,M15)r,
und in der windschiefen Fliche fiir:
y—(0,5), x=(0.6)r: z—=(0,695)r.

Es ist also & grisser als = (ID.

Fir 5=—=(0,5)r, £=(0,4)r ist {—=(0,856)r und ==(0,896)r.

Es ist also { kleiner als z (1.

Fiir 7=r, x=(0,5)r ist Z=(1,139)r und 2=(1,10)r.

Es ist also { wieder grosser als =z (lID.

Fir 7=r, x=(1,1)r ist {=(0,T15)r und 2=(0,739)r.

Es ist also { kieiner als = (IV).

Dis tangirende Ebene und die windschiele Fliche durchschneiden sich also zweimal
im Punkte (a,y,z), und liegen um diesen Punkt herum zweimal @ber ginander und
wifer einander.

6) Legt man im Punkte (x'y’,2) durch die Linie:
u_y!_-_.{i'
E_mi_ y.l
eine Ebene durch die Coordinate =, also senkrecht auf X¥, so ist die Gleichung
dieser Ebene selbst:
S ﬂ:i
= ,

Fir x'=y', z. B. =r‘ / ;_, geht diese Gleichung in:

(p+E5)=r)/2

ither. Verbindet man diese Gleichung mit der Gleichung der windschiefen Fliche:

s (2

%0 ist die Projection der Durchschnittscurve auf die Ebene XZ:
rv2—x z rv2—z
T—mnng.(l—_-), oder :a:rum.tang.(—x—f_) M.
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Ire Projection aul die Ehpne YZ hat die Gleichung:
¥ ; ¥ ¥
2— y lang I=r arc.tang.(r v’ﬂ—y) (1]

Beide Curven haben im Punkte:

gl /1 i
aF —ri-' :2 . y:rVg
einen Inflexionspunkt, Denn es ist in Corve (L)
dre— rwl_a‘ﬂ i d ,?\{‘2(2‘3__,.};2]&‘:!
T —ra)/ 24 T 2L —ray 24"
Fir
2x=rv'2, oder .e::rV;, wird d*s=0. Die Curve (I) hat also in diesem Punkle

einen Inflexionspunkt.

In der Gleichung der Curve (IL) ist:
v 2dy PR WR(2y—rv2)dr®

 — ——— A

- E(y'-'- rygv24r2" T 2yt —ryv 2+

Da fir y:rl/ ~ wieder d’z=0 wird, so hat auch die Curve (II) im Punkle®

(y‘:r' / f) einen Inflexionspunkt,

Beispiel 8. Es soll die Gleichung der windschiefen Fliche bestimmt werden,
welche durch Jic Fewegung der geraden Linie:

,..
&n

s Y=z,
beschrieben wird. Die Grisse p ist cnnstaut, und « ist eine Funclion der Verinder-
lichen x, ¥y, =

Eliminirt man aus d:n beiden Gleichungen die Function @, so findet man als
Endgleichung :
I i/ D—
prp*tpy-+yz) p+y’
ader
2} (P py-+yz
=
Dass diese Gleichung wirklich die Gleichung einer windschiefen Fliche sei. gelt
aus folrenden HKechnunzen hervor. Es ist:
dx| _ 2p's+2pys+3ys® | |dr|_ pr*—2p*s*2pyx —2yz® |

dz|= (p+y* 7 |dy| (p+y)*
hx _2p2pythyz, | O0pys Pyt —pst
=2ty dy, (p+y° -'
! dir | _ 3pz’—a4p'z—4pyz— byz
Ldytfz (p+y)*

0 *



Es ist daher:
d'x|? :I.:, ld%e| af 2 3
l,rfyclz| dyll ldz? ® gleich: 42 (P +py 2P z) ?
cin Product zweier Quadrate, das immer eine positive Griisse ist. Dieses ist aber das
Criterium fiir die windschiefen Flachen.

Man findet fiir

is__ iy, *%f(ﬁi 2%)
dy | o’ ’
ttz'-'*| |dz‘1

also je zwei Werthe, die ohne Schwierigkeit berechnet werden kinnen.

Allgemeine Anmerkungen zua den geradlinigen Krammen Flilchen.

1) Gehen wir von den Gleichungen einer geraden Linie aus, durch deren Be-
wegung cine geradlinige krumme Fliche beschrieben wird,
(y—Feo)=(x—alpe; (z—fc)=(x—cpe,

so ist

1) die beschriebene Fliche cylindrisch, wenn go und ye constante Grissen
sind, @, fo und Fe migen was immer fir Functionen sein,

2) Die Fliche ist conisch, wenn e, fu und Fa constanle Grossen (die Coor-

dinaten des Scheitels) sind. die Grissen, ¢e und e mogen was immer fir Funclionen
veriinderlicher Grissen sein.

37 Die Fliche ist evolutorisch, wenn
dF e df'ce
go=" . und Yo=" -

ist, die Grissen e, fe, Fle mogen dbrigens was immer fir Functionen veriinderlicher
Grissen sein,

4) Die Fliche ist windschief, wenn weder e, fo, Fe simmilich constant, noch
¢ und fe miteinander constant, noch auch
q:uu._@;-l- und W'_'d;ﬁ:r
ist. Diess stellt die Unterschiede der vier Arten der geradlinig krummen Flichen

auf's Deutlichste heraus, und giebt die Mittel an der Hand, die Gleichungen solcher
Flichen auf’s Leichteste zu hilden.
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S0 muss z. B. die Endgleichung, die aus der Elimination ‘ll'{;l'l @ aus den beiden
Gleichungen hervorgeht :
ot ol
£— =3 (g—a); y— =2 (3—a)
» (z—a); y P

‘eine eylindrische Fliche geben, weil gm:lﬁ und Ye=2 constanle Grissen sind. Eben
so muss die Endgleichung von

eine conische Fliche geben, weil in den Gleichungen
(y—Fe) = (r—o) go; s—fe = (r—c) Yo

die Grossen e, fu, Fu gleich Null, also simmtlich constant sind. Diese Endgleichung
ist 4y* = xz*. und eine leichte Rechnung zeigt, dass sie einem Kegel zugehire,
dessen Scheitel im Anfangspunkte der Coordinaten ist. Auf gleiche Art muss die
Endgleichung von

(w—a) = 2 (z—a) @ (r—a*) = 4 (3—a) o
eine evolulorische Fliche geben, weil ¢* und 2e¢; «* und 4¢® Funclionen und Dif-
ferenzialien gegen einander sind.

Endlich muss z. B. die Endgleichung von

Te

L’ZP—, y=c; also pz=xy
eine windschiefe Fliche geben, weil weder @o und e mit einander constant, noch
@, fu, Fa mit einander constant, noch auch g« und wea die ersten Differenzialien

von Fe und fe sind.

I. Die cylindrischen und conischen Flichen sind developpable Flichen, d. h.
sie kimnen ohne Falten oder Risse in Ebenen ausgebreitet werden. Diess ist, wie
bekannt, nur bei solchen Flichen der Fall, die in geraden Linien so geschnitten wer-
den, dass zwischen diese selbst eine Ebene gelegt werden kann, So sind die gera-
den Linien der cylindrischen Flichen parallel, und zwischen zwei parallelen Linien
kann eine Ebene gelegt werden. So durchschneiden sich die geraden Linien der
conischen Flichen im Scheitel, und zwischen zwei sich durghschneidenden geraden
Linien kann eine Ebene gelegt werden. Die windschiefen Flichen hingegen kinnen
nicht ohne Falten und Risse in Ebenen ausgebreitet werden, wie allgemein angenom=
men und bewiesen wird, Es bleibt daher nur noch zu untersuchen ubrig, ob die
evolutorischen Flichen ohne Falten und Risse in Ebenen ausbreitbar, ob sie im sirengen
Sinne developpabel seien oder nicht., Als solche werden sie gewdhnlich angenom-
men; man denkt sich die Maglichkeit, dass sich die geraden Linien der evolutorischen
Flichen, d. h. der Tangenten der Wendungscurven, zwar nicht in demselben Punkte,
aber doch in verschiedenen aufl einander folgenden Punklen durchschneiden, was in
Zweifel gestellt werden kann; denn sie durchschneiden sich nicht, sondern sie gehen
iiber und unter einander weg.
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Wenn sich die geraden Linien am, me, nd ele
in den Punkten m, n, v, & ete. durchschneiden, so
konnen allerdings die einzelnen Sireifen ame, end etc.,
also auch die ganze Flache ohne Fallen und Risse in
eine Ebene ausgebreitet werden.  Allein die geraden
Linien konnen sich nicht durchschneiden. Denn durch-
schnitten sich z. B. die Linien am und cm in dem
Punkle m, so misste eine neve Linie von y aus eine
dieser Linicn wieder durchschneiden, z. B. die Linie
am im Punkte 8. Und diese neuen Durchschnittspunkte
kimnten beliebig vermehrt werden. Die evolutorische Fliche miisste also im Punkte 8
(und in jedem andern Punkle) nach zwei Richtungen (Fm und ;) in geraden Linicn
durchschnitten werden kinnen. Dann miissten fiir} dicsen Punkt die Differenzialien

jg, :% Jje zwel verschiedene Werlhe haben, welche die zwei Richlungen der ge-

raden Linien angiben. Diess ist aber unmiglich, da in den evolutorischen Flichen

| idim Cdy
ay_ liedy | as__ sz
de izl T de 'y

[y, iz

jedesmal nur einen einwigen Werlh haben kinnen,

Es scheint also die Voraussetzung unrichtig zu sein, dass sich die geraden Linien
der evolutorischen Flichen gegenseitig durchschneiden. Man hat freilich die Diffe-
renzialien als unendlich kleine Grissen angenommen, sllein diess sind sie nicht. Auch
hat man die einzelnen Streifen als unendlich schmale Streifen angenommen. Allein so
klein sie auch gedacht werden migen, so sind sie doch nicmals Ebenen, denn kein
Theil einer krummen Fliche kann eine Ebene sein. Werden aber diese Streifen nur
als Linien genommen, so sind sie keine Flichen; und werden sie als Flichen ‘ge-
nommen, so kann durch sie keine Ebene gelegt werden, die sie in zwei auf einander
folgenden Linien durchschneiden kinnte.

Es ist daher noch die Frage zu enlscheiden, ob die Flichen, denen die ge-
meinschaflliche Bedingungs=-Gleichung :
zl | e
drdyl ™~ |dx? |dyl
zukommt (die cylindrischen . conischen und evolutorischen Flichen), in die allge-
meine Benennung der developpablen Flichen zusammengefasst werden sollen oder
nicht. Diese Frage hat zwar auf die Gleichungen dicser Flichen nicht den geringsten
Einfluss . aber sie kann bei den Untersuchiumgen dber die Evoluten der Curven
doppelter Kriimmung einen wesentlichen Einfluss erlangen.

Es ist wiinschenswerth, dass diese Flichen, so wie sie einc gemeinschaftliche
Bedingungs-Gleichung haben :
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d"'z ‘_
‘ \dﬂl dy’l

auch ihre gemeinschafiliche Benennung beibehalten, d. h, dass sie developpable Fli-
chen genannt werden. Es braucht nur der Begrill der developpablen Flichen erweitert
zu werden, dass sie solche Flichen seien, denen obige Bedingungs-Gleichung zu-
kommt, nicht aber solche Flichen, die immer ohne Falten und Risse in Ebenen aus-
gebreitet werden kionnen, In diesem allgemeinen Sinne ist auch der Begrif der de-
veloppablen Flichen in den vorliegenden Untersuchungen gebraucht worden.







